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Prefazione

CaroLettore,

gli appuntidi questepaginecontengonotutto il materialespiegatodurantele le-
zioni e partedel materialerelativo alle esercitazionidel corsoMatematicaDiscreta1:
Combinatoriaimpartitoperil Corsodi Laureain Informaticadell’Universitàdi Roma
"La Sapienza".Il materialeè statosceltoquasiintegralmentedai primi capitoli del-
l’eccellentelibro di J. H. vanLint e R. M. Wilson, A Coursein Combinatorics[14].
Il libro di vanLint e Wilson nascedalle loro lezioni pressoil "California Instituteof
Technology".Bisognaammetterecheil testodi vanLint-Wilsonèdestinatoadunpub-
blico chepossiedeunamaggioreesperienzamatematicadi quelladi uno studentedi
secondoannodelnostroCorsodi Laurea.Questospiegaperòsoloin parteil carattere
compattodelledimostrazionifornitedagliautoridi [14]. La formaabbozzatadellelo-
ro dimostrazionièsoprattuttofrutto dellaloro ambizionedi costringerelo studentead
unaletturaautonoma,attivaedapprofonditadel loro libro. Ciò significacheil lettore
devecompletareil testodelleloro dimostrazioni,comeepiù di quantosi fasolitamen-
teperrisolverei familiari esercizinei libri di grammatica.Difatti la matematicanonsi
capisceleggendoun testoconle maniin mano.È quindi conmoltaesitazionee quasi
"malvolentieri" chesi offre oggi alla letturadei nostristudentiil seguentetestoin cui
ogni dubbiolasciatoaperto,ogni piccolo saltologico del libro [14] è cancellato.Lo
studentechemalauguratamentefosseinteressatosoloasuperarel’esamedi Combina-
toria senzacercaredi capirela materiapotrebbeesseretentatodi memorizzarequesto
testo.Nulla di più sbagliato.

Naturalmente,non ci siamolimitati a "completare"le dimostrazioniin [14]. In
alcuni casi le abbiamomodificate,e inoltre abbiamoaggiuntoaltro materiale(come
per esempioquello sulla decomposizioneciclica delle permutazioni.)Il nostrotesto
nonha certol’ambizionedi essereun libro sulla Combinatoria.L’esposizionesegue
quasipedissequamentele deduzionimatematicheespostealla lavagnaduranteil corso
e i commentirimangonoessenziali.È nostrafermaconvinzionecheun corsointro-
duttivo nondeve limitarsi alla presentazionedi fatti e dimostrazionielementari,conil
rischio di banalizzarela materia. Al contrario,per convincerelo studentedel potere
e della bellezzadei metodi e dei risultati della combinatoria,è indispensabile"sor-
prenderlo"epoi coinvolgerloin impresematematicheserie.Abbiamoquindipreferito
alla redazionedi uncatalogoenciclopedicodi concettie lemmielementariedi routine
l’esposizionedi pochi risultati e metodiimportanti. Anzi, abbiamoutilizzatoproprio
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questirisultati per introdurrealcunidei più salienticoncettidellacombinatoriain un
contestodimostrativo cheli mettealla ribalta. Il materialequi presentatononè espo-
stoa lezionetutti gli anni. Di annoin anno,saràil programmadel Corsoa specificare
quellapartedel testochesi devestudiareperl’esame.

La teoriacombinatoriaèil principalestrumentomatematicodi quellapartedell’in-
formaticateoricacheriguardala costruzionedi algoritmi e l’analisi della loro com-
plessità.Eppurein Italia non tutti i corsidi laureain informaticaoffrono un corsodi
combinatoria. Il nostromanoscrittoè pocopiù cheun invito a insegnaree studiare
questamateria,rivolta a studentidi informaticae matematica.Questane è la prima
versione,edèdestinataacrescere,ancheconil vostroaiuto.Ogni commentoecritica
è decisamentebenvenuto,anchequalorasi limiti soltantoa segnalarcigli inevitabili
errori di stampa.

Vogliamo ringraziareGabrieleMambrini il quale,producendoun primo mano-
scritto in LATEX di appuntidi questocorso,ha fornito un canovaccioe unostimolodi
partenzaperla redazionedelpresentetesto;gli studentiCeciliadi ChioeFabioMarti-
nelli peraver messoa disposizionele fotocopiedei loro appunti,presidurantel’anno
accademico2000/01.Ringraziamoinoltre il dott. DanieleA. Gewurz chedopoaver
letto con estremaattenzione(e pignoleria!) questotestoci ha segnalatovari refusi e
suggeritoutili modifiche.

JánosKörner1

ClaudiaMalvenuto2

1korner@di.uniroma1.it
2claudia@di.uniroma1.it
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Capitolo 1

Grafi

1.1 Concetti fondamentali sui grafi

Se � èun interopositivo, denotiamocon
� ��� l’insiemedegli interi compresitra � ed � :� ������� �	��
������� ��� 

L’insiemedelleparti di � verràqui denotatoda
�� ����������� � � 
Se � è un insiemee � è un numeronaturale,indichiamocon � �  �! la famigliadi tutti i
sottoinsiemidi � di cardinalità� :" � �$# �%�������&� �'�)( � ( � � �  (1.1)

Un grafo sempliceefinito * èunacoppiadi insiemifiniti astratti* �,+.-/+ *'01�32 + *'040
collegatidallarelazione 2 + *50 � " -6+ *'0
 # 
Gli elementidi -7+ *'0 sonochiamativertici delgrafoele coppienonordinatedi vertici
distinti di -6+ *'0 che sonoin 2 + *'0 sonodettearchi di * . Due vertici 8 e 9 sono
adiacenti se la coppianon ordinata � 8:�39 � è un arco. Un vertice 8 è incidente ad
un arco ; se 8=<>; . Se ; �?� 8:�39 � , i vertici 8 e 9 si chiamanogli estremi dell’arco; . Spessosi rappresentaun grafodisegnandosuun pianoun puntodistinto per ogni
vertice,e collegandoconunalineaduevertici adiacenti.Ad esempio,il grafo * sui
vertici -7+ *'0 �@��A �CBD�CEF�CGH�C; � in cui 2 + *'0 ���I��A �3B � � ��A �3E � � ��A �CG � � � BD�C; � � � BF�3G �I� può
esserevisualizzatonel seguentemodo:

JG K K K K JELL
LLJA JB J ;M M M M *
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2 CAPITOLO 1. GRAFI

Si devenotarecheil puntodi intersezionedeisegmenticherappresentanogli archi��A �CE � e � BD�CG � nonè un vertice. In questocontestoperòci interessastudiareil grafo
daun puntodi vistaastratto,ovverosolo rispettoalle relazionidi incidenza,e non le
sueparticolariimmersioninel piano.

La dicituragrafosempliceè un riferimentoimplicito adun concettopiù generale
di grafo, in cui 2 + *'0 è un cosiddettomultinsiemedi coppienonordinatedi elementi
di -7+ *50 . Sei dueelementidi unacoppianon sonodistinti, l’arco � 8:�48 � si chiama
cappiosu 8 . Sel’arco � 8:�39 � èpresentein 2 + *'0 conmolteplicità N superioread � , si
parladi N archiparalleli � 8:�39 � . Un grafo * è completose 2 + *'0 � �PORQTSHUV ! , ovvero
setutti i vertici sonocollegati tra loro. Il grafocompletosu � vertici verràdenotatodaWYX

. Un grafo * in cui 2 + *'0 �%Z si dice totalmente sconnessoe si puòindicarecon2 X .
J[ K K K K J6\LLLLJ� J 
 WY] J[ J6\

J� J 
 2 ]
(Digressione. Un ipergrafo ^ è unacoppiaordinata +_-7+ ^`01�32 + ^a040 , ove -7+ ^`0 è un
insiemefinito, dettoinsiemedi vertici dell’ipergrafo,ed 2 + ^`0 � 
 ORQcbdU èunafamiglia
di sottoinsiemidi -7+ ^`0 , detti iperarchi. Nel casoin cui tutti gli iperarchiabbianola
stessacardinalitàsi parladi ipergrafo uniforme.)

Duegrafi * e ^ sonoisomorfi seesisteunabiiezione e �H-/+ *50gf -7+ ^`0 dei vertici
checonservile adiacenze,i.e. taleche��A �CB � <`2 + *'0$h � e +.A 01��e + B10 � <i2 + ^`01
Talebiiezione e èun isomorfismodeigrafi * ed ^ .
Un grafo *kj è un sottografo di * se -/+ *kjl0 � -/+ *'0 ed 2 + *kjm0 � 2 + *'0 . *kj è
un sottografo ricopr ente di * (o di copertura; in inglese: spanningsubgraph) se-/+ *50 �n-7+ * j 0 . * j è un sottografo indotto di * (in inglese: inducedo spanned
subgraph) se 2 + * j 0 � 2 + *'0poq�POrQTStsuUV ! . Se � �v-6+ *'0 , si può indicarecon * � � � il
sottografoindottoin * dall’insieme� di vertici. Perotteneredaungrafounsottogra-
fo di coperturasi eliminanoarchi,manonvertici; perottenereunsottografoindottosi
eliminanovertici (e perciògli archi ad essiadiacenti),ma non si eliminanogli archi
adiacentiai vertici rimanenti.Nellafiguraseguente,* rappresentaungrafo, *�j unsuo
sottografodi copertura,* j j unsuosottografoindotto.

* J JJ J JJ * j J JJ J JJ * j j JJ J J



1.1. CONCETTIFONDAMENTALI SUI GRAFI 3

Se 8a< -7+ *'0 , l’ intor no di 8 è il sottoinsiemew + 8�0 dei vertici adiacentia 8 :w + 8�0 �%� 9 � 9/< -7+ *'01� � 8:�39 � <i2 + *'0 � 
Il grado di un vertice 8 èil numerodi verticiadessoadiacentiesi denotacon G S + 8�0 �(xw + 8�0F( . Un vertice 8 si dice isolato se G S + 8�0 �qy . Il grado del grafo * èG + *'0 � z6{�|}�~ O�QcSHU G S + 8�01
Un grafosi diceregolaresetutti i suoivertici hannolo stessogrado.

La relazionechelegai gradidei vertici e il numerodi archidi un grafoè espressa
nel seguente:

Lemma 1.1 �}�~ O�QTSHU G S + 8�0 � 
�( 2 + *50D( (1.2)

Dimostrazione.Questadimostrazioneusala tecnicadel doppioconteggio. Sia� �%��+ 8:�3;F0 � 8`< -7+ *50��C;'<a2 + *'01��8 incidentead ; � 
Se si contanole coppie di � a partire dal primo elementodi ciascunacoppia, si
considera� comel’unione (disgiunta)� � �}�~ O�QTSHU ��+ 8:�C;F0 � ;�<i2 + *50��C; incidentead 8 � �
implicando ( �6( � �}�~ O�QTSHU (xw + 8�0D( �

�}�~ OrQTSHU G S + 8�0��
Analogamente,contandole coppiedi � a partiredal secondoelementodi ciascuna
coppia,si considera� comel’unione (disgiunta)� � ���~�� QcSHU ��+ 8:�C;F0 � 8�< -/+ *'01��8 incidentead ; � �
equindi ( �6( � ���~�� QTSHU ( � 8 � 8 verticedi ; � ( � ���~�� QTSHU 
 � 
�( 2 + *50D(T �
Corollario 1.2 Il numero di vertici di gradodispari èpari.



4 CAPITOLO 1. GRAFI

Dimostrazione. (Primaversione)Dal membrodestrodi (1.2)si deducechela somma
totaledei gradiè pari: poichéla sommadei gradipari è necessariamentepari, allora
perdifferenzaanchela sommadei gradidispariè pari; questosignificacheil numero
dei terminidi quest’ultimadeveesserepari.

(Secondaversione)Si puòoperareper induzionesul numerodi archi. Passobase:
quando ( 2 + *'0F( ��y , tutti i vertici hannogrado y quindi vi sono y vertici di grado
dispari. Passoinduttivo: consideriamoun grafo * in cui 2 + *'0����Z (ci sonoquindi
almenoduevertici). Sia � 8:�39 � <`2 + *'0 ecostruiamoil grafo * j in cui -6+ * j 0 ��-6+ *'0
ed 2 + * j 0 � 2 + *'0r� �I� 8:�39 �I� . In * j valel’ipotesi induttiva. Osserviamoche G S + 8�0 �G S s + 8�0g�%� , G S + 9t0 � G S s + 9t0��,� , mentreper gli altri vertici si ha G S +.� 0 � G S s +�� 0 .Perciòse 8 e 9 hannola stessaparitàdi gradoin *�j , hannola stessaparitàanchein* , dunqueil numerodi vertici di gradopari o disparicresceo decrescedi 
 ; sehanno
paritàdiversa,unverticedi gradodispariin * diventapari in * j eviceversa,lasciando
immutatoil numerodi vertici di gradodispari.

�
1.2 Connessione,distanza

Sia * un grafoe 8:�49/< -7+ *50 : unapasseggiatain * da 8 a 9 èunasequenza8��1�C;����48 V �3; V ����r��8H�P�C;����48H�m���
in cui si alternanovertici e archi del grafo con 8H��< -7+ *'0 , ;���<�2 + *50 , 8 � 8�� ,9 � 8H�m��� e talecheper � � �)�������� si abbia � 8H�P�48H�l��� �k� ;�� . La lunghezzadella pas-
seggiataè � , ovveroil numerodei suoiarchi(coneventualiripetizioni). Un cammino
da 8 a 9 è unapasseggiatada 8 a 9 in cui nonci sianoripetizioni di archi: se �6��,�
allora ;����� ;C� . Un camminoin cui primo e ultimo verticecoincidonosi chiamacir-
cuito. Un cammino sempliceè un camminoin cui nonci sianoripetizioni di vertici:
se �7�� � allora 8H���� 8�� , ad eccezioneal più di � e �¡�%� ; nel casoin cui 8�� � 8H�m���
il camminosemplicesi chiamaciclo. Si dice che 8 è raggiungibile da 9 se 9 � 8
oppureseesisteunapasseggiatada 8 a 9 . La relazionedi raggiungibilitàtra vertici
hala proprietàriflessivaperdefinizioneperché8 è raggiungibileda 8 . La relazioneè
simmetricaperchése 8��1�3;����48 V �C; V ����r�48H�P�3;����48H�m��� è unapasseggiatada 8 a 9 , allora8H�m���1�C;����48H��������48 V �3;����48�� è unapasseggiatada 9 ad 8 . Inoltre la relazionedi raggiun-
gibilità è anchetransitiva: sec’è unapasseggiatada 8 a 9 e unapasseggiatada 9 a� , allora � è raggiungibileda 8 attraversola passeggiatachesi ottieneincollandole
precedentipasseggiatein 9 . Si trattaperciòdi unarelazionedi equivalenza:le classidi
questarelazionedi equivalenzadeterminanounapartizionedei vertici. Tutti i vertici
di unastessaclassesonoraggiungibilidaogni altro verticedi questaclasse.Un grafo
in cui la partizionein questionehaunasolaclassesi chiamaconnesso. Seil grafonon
è connesso,ogni classedella partizioneinduceun sottografochiamatocomponente
connessa. Denoteremoin seguito con ¢ + *50 il numerodi componenticonnessedi un
grafo * .
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Proposizione1.3 Sein * esisteunapasseggiata da 8 a 9 allora esisteun cammino
sempliceda 8 a 9 .
Dimostrazione. Senellapasseggiata 8 � 8��1�C;����48 V �C; V �������8H���C;����48H�m��� � 9 esistono
indici �7�� � tali che 8H� � 8�� �£� , allora sia � j il più piccolo indice per cui �`� 8H� s ,
e sia � j l’indice più grandepercui �¤� 8�� s . Sostituendola sezionedellapasseggiata8H� s �C;�� s �48H� s ��������r�48�� s con il solovertice � si ottieneunanuova passeggiata,visto che
in questanuova sequenzaogni arcopresentehagli stessivicini di prima. D’altronde
in questapasseggiatail vertice � nonè più ripetuto.Iterandoquestaproceduracongli
altri vertici ripetuti presenti,si arrivaaduncamminosemplice.

�
Vogliamooraintrodurreunanozionedi distanzatra i vertici di un grafo.SiaG S �¥-/+ *50§¦ -6+ *'0�f©¨

la funzionecosìdefinitaperogni 8:�397< -7+ *50 :J se 8 e 9 nonsononellastessacomponenteconnessa,poniamoG S + 8:�39t0 �T� �«ª ;J se 8 e 9 sononellastessacomponenteconnessa,alloraG S + 8:�39t0 �u�¬z6¯®���°�+ E 0 � E camminotra 8 e 9 � (1.3)

ove °�+ E 0 denotala la lunghezzadelcamminoE : la distanzatraduevertici èquindi
il numerodi archidi un camminodi lunghezzaminima.

Si noti chela nozionedi distanzadipendedal particolaregrafoin esame.Vediamoad
esempiochenel grafo * in figurasi ha:

*J\ J[ K K K K
J � J
 J±

J² G S + �	� ² 0 � �«ªG S +�\ � ± 0 �>\G S + �	��
	0 � �
mentreperil sottografố ³µ* si ha:

^J\ J[ K K K K
J � J
 J±J² G b +.\ � ± 0 � [ 

Osserviamocheun camminochesia il più breve tra 8 e 9 necessariamentedeve
esseresemplice,comerisultadallaProposizione1.3.



6 CAPITOLO 1. GRAFI

Proposizione1.4 La funzione G S definita in (1.3) è una distanzanel sensousuale
degli spazimetrici,ovvero soddisfale seguentiproprietàper ogni 8:�39�� � < -/+ *50 :

1. G S + 8:�39¶0g· y e G S + 8:�49¶0 �>y h 8 � 9 .
2. G S + 8:�39¶0 � G S + 9��48�0 .
3. G S + 8:�39¶0g¸µG S + 8:� � 0r�¹G S +.� �39t0 (disuguaglianzatriangolare).

Dimostrazione. (2.) Bastanotarecheogni camminosempliceda 8 a 9 percorso"a
ritroso"èuncammino(semplice)tra 9 ed 8 .
(3.) La concatenazionedi duecamminidi lunghezzaminima G S + 8:� � 0 e G S +.� �39t0 pro-
duceunapasseggiatada 8 a 9 di lunghezzaG S + 8:� � 0���G S +.� �39t0 . Quindi la minima
lunghezzadi un camminoda 8 a 9 nonpuòsuperarequestovalore.

�
1.3 Cir cuiti euleriani

In un grafoconnessoun circuito euleriano è un circuito (camminochiuso)cheattra-
versatutti gli archi. Il seguenteteorema,di Euler, fornisceunacaratterizzazionedei
grafi euleriani, cioèdei graficheammettonouncircuito euleriano.

Teorema1.5 Un grafo senzapunti isolati ha un circuito eulerianose e solo se è
connessoeogni suoverticeèdi gradopari.

Dimostrazione. ( º ) Senel grafo * senzapunti isolati esisteun circuito euleriano,
allora il grafo è sicuramenteconnessoperchéaltrimenti il circuito eulerianononpo-
trebbecontenerearchiappartenentiadiversecomponenticonnesse.Sepercorriamoun
circuito euleriano» di * partendodaun suovertice 8 , alloraogni volta cheattraver-
siamoun vertice 9¼�� 8 lungoil circuito, escludiamounacoppiadi archidall’insieme
degli archiincidentia 9 eancoradapercorrere,unoperentraree unoperuscire.Que-
stecoppiedisgiuntequindi esaurisconotutti gli archi incidenti a 9 , dimostrandoche9 è di gradopari. Peril vertice 8 otteniamoun’analogapartizionedi tutti i suoiarchi
in coppiedisgiuntesealtre alle coppiedi archi per ogni singoloattraversamentoac-
coppiamoi duearchidellapartenzainiziale e ritorno finalein 8 . In conclusionetutti i
vertici hannogradopari.

Dimostrazione. ( ½ ) Nel grafo esistealmenoun circuito: infatti partendoda un
verticearbitrario 8��g< -7+ *'0 èpossibilecostruireuncamminochenonsi bloccaprima
di tornareal suopuntoiniziale, poichésesi "entra" in un vertice 8%�� 8�� , sene può
sempre"uscire"passandoperunarcononancorausato,essendoil gradodi ognivertice
pari. Consideriamoalloraun circuito » massimale(ovvero,noncontenutoin un altro
circuitodel grafo): tale » è euleriano,perché:



1.3. CIRCUITI EULERIANI 7J contieneogniarcoincidenteai suoivertici. Secosìnonfosse,togliendogli archi
di » dal grafo * , si otterrebbeun grafo *kj in cui ogni verticeè ancoradi grado
pari: un arbitrarioarcoincidentea » marimastoin * j potrebbeessereinserito
in un circuitononvuoto » j , mal’unionedi » j e » darebbeun nuovo circuitodi* contenente» , controla massimalitàdi » ;J per quantoappenadetto, la componenteconnessadi » è il circuito » stesso:
poiché * è connesso,si ha * � » , quindi » contienetutti gli archidi * . (Nota
bene: la scrittura" * � » " è un abuso di linguaggio: qui per » si intende
il grafo i cui vertici e i cui archi sonoquelli che appaiononella successione
vertice–arco–verticedel circuito » .) �

Possiamoesserepiù specificied affermarecheseesisteun circuito eulerianoin
un grafo,alloradaogni suoverticeè possibiledescrivereun circuito euleriano,come
enunciatonellaseguente:

Proposizione1.6 Sia * un grafo euleriano. Allora da ogni suovertice 8 e per ogni
arco ; incidentead 8 esisteun circuitocheparteda 8 evi rientra attraverso ; .
Dimostrazione.Abbiamovistoin precedenzachein ungrafoeulerianoogniverticeha
gradodivisibile per 
 . Partendoda 8 , uscendodall’arco ; , èallorapossibiletornarein8 . Prendiamotratutti i circuiti 8:�C;	����r��8 uncircuitomassimale» , ovverouncircuito
del tipo 8:�C;	����r�48 cheperònon sia contenutopropriamentein nessunaltro circuito
siffatto. Lo stessoragionamentodellaDimostrazione( ½ ) del Teorema1.5,provache
detto circuito massimaleè euleriano(comprendetutti gli archi del grafo): allora il
circuito ottenutopercorrendo» in ordineinverso,parteda 8 e vi rientraattraverso ; .�

In ungrafouncamminoeulerianoèuncamminochecomprendetutti gli archidel
grafo.

Proposizione1.7 Sia * un grafo connesso,8:�39¾< -7+ *50 : allora esisteun cammino
eulerianotra 8 e 9 seesolose 8 e 9 sonoi soli vertici di gradodispari in * .

Dimostrazione. ( º ) Supponiamocheesistaun camminoE � 8:����R�39 chepartedal
vertice 8 , terminanel vertice 9 e attraversatutti gli archi(unasolavolta!). Si possono
verificareduecasi:

1. � 8:�39 � �<¿2 + *50 : in questocaso,consideriamoil nuovo grafo *�j in cui -7+ *�jc0 �-6+ *'0 ed 2 + * j 0 � 2 + *50:À �I� 8:�39 �I� . In * j a partireda E possiamocostruireun
circuito E j � 8:����r�39�� � 8:�39 � �48 chequindi percorre(unasolavolta!) tutti gli
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archidi * . Peril Teoremadi Eulero1.5, tutti i vertici avrannogradopari in * j .
Ma se � < -/+ *'0 si haG S +�� 0 ��Á G S s +�� 0 se � �< � 8:�49 �G S s +�� 0¡Â=� se � < � 8:�49 �
quindi 8 e 9 sonoi soli vertici di gradodispariin * .

2. � 8:�39 � <¬2 + *50 : in questocasonon è possibilerimuoverel’arco, comesi può
vederedall’esempioin Figura.

J[ K K K K JY\
J� J 
 8 � � 9 � 
E � �	� � �	��
 � ��
�� � 
�� \�� � \ � ��\ � [ � � [ � � [ �C
 � �C


Costruiamoinveceun grafo *�j aggiungendoun nuovo vertice e e due nuovi
archi � 8:�Ce � e � eÃ�39 � . In questografo si ottiene,dal cammino E checontiene
tutti gli archi di * , un camminochiuso E j � 8:����r�39�� � 9���e � ��eÃ� � e��48 � ��8 che
contienetutti gli archidi * j , ovverouncamminoeulerianodi * j . Peril Teorema
1.5ogni verticein *�j hagradopari,enotandoche

G S s +.� 0 � ÄÅÇÆ 
 se �'� eG S +.� 0:�>� se � < � 8:�39 �G S +.� 0 se � �< � 8:�39 �
segueche 8 e 9 sonogli unici vertici di * di gradodispari.

Dimostrazione. ( ½ ) Comeprimasi possonopresentareduecasi:

1. � 8:�39 � �<i2 + *50 : possiamoalloraaggiungerequest’arcoal grafo * , ottenendoun
grafo * j in cui tutti i vertici hannogradopari (abbiamoaumentatodi � solo il
gradodi 8 ed 9 ): per la Proposizione1.6 esisteun circuito eulerianoin * j che
parteda 8 erientrain 8 attraversol’arco � 8:�49 � , siaessoE j � 8:����r�49�� � 9��48 � �48 .
Chiaramenteil cammino E � 8:����r�39 chesi ottieneda E j cancellandol’arco� 8:�39 � , èeulerianoin * .

2. � 8:�39 � <£2 + *'0 : si costruisce,in modo analogoalla Dimostrazione( º ), un
grafo * j , i cui vertici sonotutti di gradopari. Perla Proposizione1.6 esisteun
circuito eulerianoE j in * j chepartada 8 e rientri in 8 attraversol’arco � eÃ�48 � ,
e necessariamentesarà E j � 8:����r�39�� � 9���e � ��e�� � eÃ�48 � �48 : allora il camminoE � 8:�����9 èeulerianoin * . �
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1.4 Connessioneenumero di archi

Un grafo * senzacicli vienechiamatoforesta; se * oltre adessereaciclicoè anche
connesso,parleremodi albero. Le componenticonnessedi unaforestasonoquindi
alberi.
Osservazione. Si noti chein un grafoaciclicoesisteal più un solocamminotra due
vertici.

Dataunafamigliadi sottoinsiemidi un insieme,un membrodellafamigliaèmas-
simaleperinclusione(rispettivamente:minimale) senonèpropriamentecontenutoin
(rispettivamente:senoncontienepropriamente)un altromembrodellafamiglia.

Un sottografô di * è massimalerispettoad unaproprietàÈ se È è verain ^
e se per ogni sottografo É Ê�^ tale che la proprietà È vale su É allora É � ^
(ovvero ^ non è contenutopropriamentein nessunsottografodi * cheverifica È ).
Analogamenteun sottografô di un grafo * è minimalerispettoadunaproprietàÈ
se È è verasu ^ e seper ogni sottografoÉ � ^ tale chela proprietàÈ vale su É
allora É � ^ (nonvi sonosottografipropri di ^ cheverificanoÈ ).

Vediamoun esempio.Sia * il grafoindicatoin figura.

* JB Ë Ë ËË J GJEÍÌ Ì ÌÌ
JA

Ì Ì ÌÌ Ë Ë ËË J ; -7+ *50 ����A �CBD�CEF�CGH�C; �
Consideriamola famigliadi tutti i sottoinsiemidi -6+ *'0 il cui sottografoindotto in *
ècompleto:�I��A¶� � � B � � � E � � � G � � � ; � � ��A �CB � � ��A �CG � � � BD�CE � � � BD�CG � � � E��3G � � � GH�3; � � ��A �CBD�CG � � � BD�CEF�CG �I�
Gli elementidi tale famiglia che induconoun sottografocompletomassimalesono� GH�C; � , ��A �CBD�CG � , � BD�CEF�CG � . Si noti chepur essendomassimali,tali sottoinsieminon
hannola stessacardinalità.

Se ( -6+ *'0F( � � e (x2 + *'0F( � � X V ! allora si può affermareche * è sicuramente
connesso.Lo stessovalese (x2 + *'0F( � � X V ! Â`� . È naturaledomandarsiqualè il numero
massimoÎ +Ï� 0 di archi cheun grafo sconnessosu � vertici può avere. Si noti che
questosignifica cheseun grafo su � vertici è tale che (x2 + *50D(ÑÐ´Î +�� 0 allora * è
necessariamenteconnesso.

Proposizione1.8 Î +Ï� 0 � " � ÂÒ�
 # � +�� Â=�D0 +�� ÂÓ
	0
 
Dimostrazione. Quandoè massimoil numerodi archi presentiè minimo il numero
degli archiassenti.Se * nonè connesso,ciò significachei suoivertici sonodivisi in
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dueinsiemidisgiunti,di cardinalità8 e � Â68 con ��¸Ò8a¸ � Âa� , e tali chenonci sono
in * archi con vertici in ambeduequestiinsiemi. Il numerodi archi cheavrebbero
potutocollegarei duesottoinsiemi(machesonostatitolti) è 8 +�� Â�8�0 � ÂÔ8 V � � 8 . Il
minimoperquestopolinomioin 8 di grado
 si ottieneper 8 � � e 8 �¬� Â�� ; quindi il
massimonumeropossibiledi archipresentièdatodallacomponentecon � ÂÒ� vertici
edè � X�Õ �V ! . �
Osservazione.Se * èun grafoconnessocomesonofatti i suoisottografidi copertura
connessiminimali (rispettoad essereconnessie di copertura)?È facile convincersi
cheseun sottograforicoprenteÖ � * è connessoe minimale,allora non ha cicli:
altrimenti, il sottografodi Ö chesi otterrebbeeliminandoun arcodaun ciclo sarebbe
ancoraconnesso,contraddicendola minimalitàdi Ö . Perciòunsottografodi copertura
connessominimaleè unalbero.

Teorema1.9 Un grafo * connessocon � vertici è un albero see solo se ( 2 + *50D( �� Â=� .
Dimostrazione. ( º ) Sia * un albero: fissato 8�< -/+ *50 , vogliamodescrivereuna
biiezione e ��-/+ *50H� � 8 � f 2 + *50 . Perogni 9/< -7+ *'0Ã� � 8 � , sia e + 9t0×<`2 + *'0 l’arco
iniziale del camminosempliceda 9 a 8 : tale camminoesisteed è unico, essendo*
unalbero,equestogarantisceil fattochela definizionedellafunzione e siabenposta.
Vediamoorachetale e è iniettiva. Siano9�� � < -6+ *'0r� � 8 � , 9a��q� e supponiamochee + 9¶0 � e +�� 0 � ; . Questoimplica che ; �@� 9�� ��� e chetalearcochiudeun ciclo in * ,
controipotesi. }

Ø Ù�
Inoltre, ogni arco ; �Ú� 9�� ��� è il primo arcodi un camminoda unodei suoi due

vertici verso 8 : sia E +.� 0 il camminosempliceda � ad 8 in * ; se e +�� 0Û�� ; allora+ 9��C;	� � �CE +�� 040 è il cammino(unico!) da 9 ad 8 e dunquee + 9t0 � ; . Taleragionamento
mostrachel’applicazionee è anchesuriettiva: nesegueche ( -/+ *50¡Â � 8 � ( � ( 2 + *'0F(
cioè (x2 + *'0F( �>� ÂÒ� .
Dimostrazione. ( ½ ) Perinduzione.Casobase:�¤� 
 . Il grafoha 
 vertici edunsolo
arcocheli unisce:questoevidentementeè unalbero.
Passoinduttivo: Supponiamocheungrafosu � Â7� vertici con � ÂÜ
 archisiaunalbero.
Prendiamoin considerazioneungrafo * con ( -7+ *50D( �¬� ed (x2 + *50D( �¬� Âa� . Essendo



1.4. CONNESSIONEE NUMERO DI ARCHI 11* connessoperipotesi,perognisuovertice 8a< -6+ *'0 vale G S + 8�0§·�� . Seperassurdo
tutti i vertici avesserogradoalmeno
 , usandola relazione(1.2),si avrebbe
 � ¸ �}�~ OrQTSHU G S + 8�0 � 
Ã(x2 + *50D( � 
 +Ï� Â=�F01�
impossibile. Esisteallora almenoun vertice,sia 9 , di grado � . Sia *kj il grafo otte-
nuto da * rimuovendoil vertice 9 e l’unico arco,sia ; , ad essoadiacente:ne risulta( -6+ * j 0D( �q� Â=� , (x2 + * j 0F( �q� Â¹
 . Perinduzione* j èun albero.Poichél’inserzione
di 8 edi ; in * j nonpuòcreareunciclo, neseguecheanche* è unalbero.

�
Corollario 1.10 Se ( -7+ *50D( �¬� e ( 2 + *50D(¥Ý � Â=� , allora * nonèconnesso.

Dimostrazione. Supponiamoper assurdoche * sia connesso.Consideriamo*kj �* sottograforicoprenteconnessoe minimale. Per quantoappenavisto si ha che(x2 + * j 0D( �¬� Â¹� , maallorasarebbe� ÂÛ� � ( 2 + * j 0D(¥¸ (x2 + *'0F(¥Ý � ÂÛ� : impossibile.
�
Proposizione1.11 In un albero (conpiù di un vertice!) ci sonoalmenoduevertici di
grado1.

Dimostrazione. Sia E il numerodi vertici di grado � di un grafo * : allora per la
sommatoriadei gradivale�}�~ ORQcSHU G S + 8�0 �

�Þ4ßCà¥áãâ�äå â áÇÞ�äuæIç G S + 8�0r�
�Þ4ß3à�áãâ�äå â áÇÞ�ämèDé G S + 8�0§·µEê�ë
 +Ï� ÂÓEì01

In particolare,se * è unalbero,peril Teorema1.9si ha�}�~ ORQTSHU G S + 8�0 � 
�( 2 + *50D( � 
 +Ï� Â=�F0 �
confrontandole relazioniprecedentisegue Eí·>
 .
(Dimostrazionealternativa: gli estremidi un camminomassimaledi * sonoentrambi
di grado � .) �

Possiamotrovarein unalberopiù di duevertici di grado � ? Si noti chein unalberoÖ se 8a< -/+ Öí0 hagradoG)î + 8�0ïÐ¬� , alloraci sonoalmenoG)î + 8�0 vertici di grado � . Si
prendainfatti l’insiemedi tutti i camminisemplicidi Ö cheabbianoun estremoin 8
e sianomassimali:ve nesonoesattamenteG)î + 8�0 , e perogni talecammino,l’estremo
diversoda 8 hagrado � .
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Senededuceil seguente

Corollario 1.12 In un albero Ö seindichiamocon ò il numero dei vertici di grado �
si ha ò'· z6{�|}�~ OrQ î U G)î + 8�0 � G + Öí0�

Ricordiamocheunaforestaè un grafo semplicesenzacicli e chele componenti
connessedi unaforestasonoalberi.

Proposizione1.13 In unaforestaÉ il numero di componenticonnesse¢ + É'0 soddisfa
la relazione ( 2 + É'0F( � ( -6+ É'0F(FÂó¢ + É'01 (1.4)

Dimostrazione. Perogni componenteconnessaÉ�� di É , per (1.9) si ha (x2 + É��ô0F( �( -6+ É:�Ï0F(FÂ=� ; quindi( 2 + É50D( �>õ QTöÃU� �c÷�� (x2 + É��ô0F( �>õ QuöÃU� �l÷�� ( -/+ É��ô0F(FÂ +Ïõ QuöÃU� �l÷�� �F0 � ( -7+ É50D(FÂó¢ + É'01 �
Il seguenteTeorema,dovutoadA. Bondy, è legatoalla compressionedi dati.

Teorema1.14 Dati � sottoinsiemidistinti �Ñ� di un insiemeø di � elementi,allora
esiste8a<�ø tale chegli insiemi �ù��� � 8 � sianoancora tutti distinti.

Dimostrazione. Si può consideraresenzaperditadi generalitàø �©� �	��
����� ��� e
associaread ogni sottoinsieme�ù� il suo vettorecaratteristico8 ��ú � + 8 �tú� ���8 ��úX 0 .
(Ricordiamo che, fissato un sottoinsieme� � � ��� , il suo vettore caratteristico8 � � + 8 � � ���8 �X 0 è dato da 8 �� � � se � <�� , 8 �� � y se � �<�� ). Ad esem-
pio, se ��� ²

al sottoinsieme� � � 
�� \ � ± � ² �ë� � ² � associamola stringabinaria8 � � +�y ���	���)� y ���	���F0ê< ��y ��� �Fû .
Il problemadiventa:prese� stringhedistintelunghe � trovareun indice � taleche

le � stringhelunghe� Â=� ottenutesopprimendola � -simacoordinatarestinodistinte.
Consideriamoil grafo * i cui vertici siano -7+ *'0 ��� 8 �tú � �6¸��Ñ¸ �d� e tra due

stringheesisteun arcosele stringhedifferisconoper unasolacoordinata."Coloria-
mo" gli archi del grafo congli indici dellecoordinate:associamoil colore � all’arco



1.5. ALGORITMO DI KRUSKAL 13� �5� �6� <ó2 + *'0 se � è l’indice dell’unicacoordinatain cui le stringhe8 � e 8 ü diffe-
riscono.Dimostriamoorachein questacolorazionenonpossonoesserepresentitutti
i colori � �)��
����� ��� : uno tra i colori non utilizzati potràallora essereeliminato. Per
farequesto,affermiamochein un ciclo arbitrariodi * ogni etichettapresentesu un
arcoapparealmenoduevolte: infatti percorrendoil ciclo apartiredaunsuoqualunque
vertice,alla fine del giro tuttele differenzetra coordinatesi sonoannullate.Perciòto-
gliendounarco(colorato)daunciclo, il numerodi archinelnuovo grafocosìottenuto
diminuisce,manondiminuisceil numerodeicolori presentisugli archi. Iterandoque-
stoprocedimentodistruggiamotutti i cicli mantenendoinalteratoil numerodi colori.
Al terminedi questoprocessootteniamoun grafo aciclico: datochegli archi di una
forestasonoal massimo� Â=� , nonpotremmoaverli coloraticon � colori distinti!

�
1.5 Algoritmo di Kruskal

Sia * un grafosemplice.Chiamiamofunzionedi costo unafunzioneE � 2 + *'0êf ý �
che associaad ogni arco del grafo un numerorealenon negativo. Il costo di un
sottografoÉ di * è il numeroreale E + É50 definitocomeE + É50 � ���~�� QuöÃU E + ;F0�
Hasensoalloracercaregli alberiricoprentidi costominimo. Quellochevienedescritto
di seguito è un algoritmo,introdottoda J.B.Kruskalin [5], chefornisceun alberodi
coperturadi costominimo.

Sia * ungrafoconnessosu � vertici confunzionedi costoE assegnata.L’algoritmo
costruisceadogni passounaforestasui vertici di * , aggiungendoun nuovo arcoalla
forestagià costruita.J Passoiniziale: si inseriscenellaforestaÉdþ � +.-7+ *'01� Z 0 unarcoasceltatraquelli

di 2 + *50 chehannocostominimo: siaesso;�� (quindi E + ;���0 �¬z6¯® ��~�� QTSHU E + ;F0 ).J Passo� -simo: abbiamocostruitounaforestaÉ�� Õ � �,+.-/+ *'01�C2 + É:� Õ ��040 con ��ÂÒ�
archi 2 + É:� Õ �40 � � ;��1�C; V ������C;�� Õ � � . Inseriamoora un nuovo arco, sia ;��`<2 + *'0r�Ñ2 + É�� Õ �40 in modoche

1. peril sottografoÉ�� � +.-7+ *'01�32 + É:�.040 di archi2 + É���0 �%� ;��C�C; V ����r�C;�� Õ ���C;�� �
valga ¢ + É��.0gÝµ¢ + É:� Õ �40 ;
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2. il costodi ;�� siaminimotragli archidi 2 + *'0 nonancorainseritiperi quali
valgala condizioneprecedente,i.e.E + ;��.0 �¬z6¯®�� E + ;F0 � ;6�<`2 + É�� Õ �401�¡¢ + ;��1����R�C;�� Õ �1�C;F0gÝµ¢ + ;�������r�C;�� Õ �40 �
ove con ¢ + ;��C������3;C��0 si indica il numerodi componenticonnessedella
foresta +.-/+ *'01� � ;��C������3;C� � 0 .J ci fermiamodopoil passo� �@� Â>� (cioènonappenasonostati inseriti � Â>�

archi)

Teorema1.15 Ogni sottografo di * ottenutotramite l’algoritmo di Kruskal è un
albero ricoprentedi costominimo.

Dimostrazione. Anzitutto si noti che il sottografoÉ X�Õ � di * è un albero. Ad ogni
passodell’algoritmo infatti, la condizione1. ci assicuracheogni sottografoÉ�� di *
è unaforesta,poichévale la relazione¢ + É:�.0p�=� �ÿ� della Proposizione1.13:alloraÉ X�Õ � , essendounaforestaconesattamente� ÂÒ� archi,èunalbero.

Siano ;��1������C; X�Õ � gli archiutilizzati (in quest’ordine)dall’algoritmo: percostru-
zione si ha che E + ;��40 ¸ E + ; V 0ó¸ ��Ü¸ E + ; X�Õ ��0 . Sia ora Ö un altro alberorico-
prentedi * ed ordiniamol’insieme dei suoi archi 2 + Ö 0 ����A ������ A X�Õ � � per costo
crescente,i.e. E +�A ��0¹¸ E +�A V 0¹¸ �� ¸ E +.A X�Õ ��0 . Affermiamoche E + ;��ô0¹¸ E +.A �ô0
per � � �	������ � Â�� (questoimplica che E + É X�Õ ��0ë¸ E + Öí0 per ogni albero rico-
prente Ö di * , ovvero che É X�Õ � ha costominimo). Durantel’esecuzionedell’algo-
ritmo il numerodelle componenticonnessedei sottografiche via via vengonoco-
struiti diminuiscestrettamentepassandoda � fino a � . Supponiamoper assurdoche
esistaalmenoun indice ò per cui E + ; � 0aÐ´E +.A � 0 , e sia essoil minimo: quindi valeE + ; � 0ÑÐ>E +�A � 0ù·¬E +.A � Õ ��0Ñ·,��Ã·qE +�A �40 . Seal passoò -esimoabbiamosceltol’arco ; �
anzichéunofra gli archi ��A �1������ A � � , alloradeveaversi¢ + ;�������r�C; � Õ ��� A �C������ A � 0 � ¢ + ;��1������C; � Õ ��0 (1.5)

(l’inserzionedell’arco A � nonavrebbediminuito il numerodi componenticonnesse).
Da questauguaglianza,ricordandocheaggiungendoarchi il numerodi componenti
connessenonpuòaumentare,si ricava¢ +�A ������r� A � 0§·>¢ + ;��1������C; � Õ �C� A ������r� A � 0� (1.6)

Confrontandola disequazione(1.6)conl’uguaglianza(1.5)si arrivaa¢ +.A �1������ A � 0§·>¢ + ;�������r�C; � Õ ��01 (1.7)

Ma le dueforestein questionesoddisfano(cfr. (1.4))¢ +.A ������r� A � 0r�ëò �>� � ¢ + ;�������r�C; � Õ ��0r�ÛòÑÂ=� (1.8)

implicando ¢ +�A �C����r� A � 0gÝµ¢ + ;�������r�C; � Õ ��01� (1.9)

unacontraddizionecon(1.7).

�



Capitolo 2

Alberi, foresteepermutazioni

2.1 Formula di Cayley

È interessantestabilire,fissatoun grafo * , quantisonogli alberi di ricoprimentodi* . Il problemanon è di facile soluzione,in generale.In particolare,datoun intero� , potremmocercaredi contarequantialberidi coperturadistinti occorrononel grafo
completosu � vertici

WYX
. Denotiamoin seguito con Ö +�� 0 talequantità.Partiamoda

un esempio.Sia �¤�¬\ .
J� Ë Ë ËË J 
J\ Ì Ì ÌÌ W��

I suoialberidi coperturasonoi seguenti:

J� Ë Ë ËË J 
J\ J�`Ë Ë ËË J 
J\ Ì Ì ÌÌ J� J 
J\ Ì Ì ÌÌ
Senonsi tenessecontodelleetichette,i tre alberi sarebberoindistinguibili; in effetti
sonotutti isomorfial camminosemplicesu \ vertici:

J J J
15
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Facciamoancoraun esempio,con �¤� [ .
J[ K K K K J6\LLLLJ� J 
 WY]

Eccoduetragli alberidi coperturadi
WY]

isomorfiaduncamminosemplicesu
[

vertici:

J[ JY\J� J 

oppure J[ K K K K JY\LLLLJ� J 


È interessantenotarechevi sonoalberi di coperturadi
W ]

chenon sonoisomorfi a
camminisemplici,adesempio:

J[ K K K K J6\
J� J 


Il lettorepuòverificarecheci sono
[

alberidi ricoprimentodi
WY]

isomorfiall’albero
dellafiguraprecedente.

Il seguentenotevolerisultato,notocomeformuladi Cayley, dàunaformulachiusa
perl’enumerazionedegli alberidi coperturadi

WYX
.

Teorema2.1 Per � ·�� , il numero Ö +�� 0 di alberi etichettatidistinti su � vertici èÖ +�� 0 �>� X�Õ V 
NonostanteÖ +�� 0 si esprimain modocosìsemplice,non esistonodimostrazioni

altrettantosemplicie direttedi questofatto. Nel corsodegli anni sonostatetrovate
numerosedimostrazionidellaformuladi Cayley. Le ideebasilaridellevariedimostra-
zioni differisconotra loro in modosostanziale;mettendoleinsiemesi scopronolegami
talvolta insospettatitra le varieparti dellamatematica.Ad illustrazionedi ciò, daremo
trediversedimostrazionidellaformula.Peraltredimostrazionisi consultinoi testi[8],
[10], [14], in bibliografia.
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2.2 Il codicedi Prüfer

Descriveremooraunacodificadegli alberisu � vertici, etichettatiin
� ��� , tramiteparole

sull’alfabeto � �)��
�����R� ��� di lunghezza� Âµ
 , notaappuntocomecodicedi Prüfer
(cfr. [11]).

Associamoal genericoalberoÖ di coperturadi
W X

la stringa� -ariae X + Öí0 � +�A �C� A V ������ A X�Õ V 0§< � ��� X�Õ V
nel seguentemodoiterativo:J Primopasso.Consideriamotra i vertici di grado � di ÖRþ � Ö quellodi etichetta

minima,siaessoB�� : esisteununicovertice 9 adiacentea B�� (poichéB�� èdi grado� ), chiamiamoallora A � �u� 9 . Cancelliamoda Ö il vertice B�� e l’arco ��A �1�3B�� � ad
essoadiacente:otterremoancoraunalberoÖ�� sugli � ÂÒ� vertici rimanenti.J � -simopasso.Abbiamocancellato�rÂë� vertici da Ö . Consideriamo,nell’alberoÖ�� Õ � su +Ï� Â«�C�/�F0 vertici, il suoverticedi grado� di etichettaminima,siaessoB3� .
Vi è un unicovertice 9 j adessoadiacente,poniamoallora A � � 9 j . Cancelliamo
da Ö�� Õ � il vertice B3� e l’arco ��A �_�CB3� � : ciò cherimaneè un albero Ö�� su � Â¬�
vertici.J Ci fermiamoquandol’alberocosì“potato”haunsoloarco(eduevertici),ovvero
dopo � Â¹
 passi.

Illustriamol’algoritmo conun esempio.Il verticecerchiatoadogni passoè quellodi
grado � di etichettaminimaeverràrimosso.

Ö�þ � Ö J� J�
J�� J� J
	

J� J � J Ö�� J� J� J�� J�	
J� J � J

A � � ²B�� � 
 A V � [B V �q\
Ö V J� J� J
	J� J � J� Ö � J� J� J�	J� J ��

A � � �B � � ± A ] � [B ] � �



18 CAPITOLO 2. ALBERI, FORESTEE PERMUTAZIONI

Ö ] J� J� J 	J�� Ö�� J� J� J 	� Ö û J� J�A � � [B�� ��� A û � ²B û � [
Si ottiene e�� + Öí0 � + ² � [ ���	� [ � [ � ² 0 . Ricordandoche ( � ��� X�Õ V ( � � X�Õ V , possiamo

enunciareil Teoremadi Cayley nellaseguenteforma:

Teorema2.2 Sia � X l’insieme degli alberi di copertura di
W X

. Il codicedi Prüfere X � � X f � ��� X�Õ V èunabiiezione.

Dimostrazione. Anzitutto notiamochegli interi B3� , � � �	����r� � Â=
 , sonotutti di-
stinti, mentrei vertici A � possonoancheripetersi.Inoltre quandol’algoritmo si arresta
abbiamoun solo arcoresiduo,e certamenteuno dei suoi duevertici deve essere� :
infatti � "sopravvive" perché,anchequaloraa un certopassodell’algoritmoil vertice
etichettatoda � diventassedi grado � , in ogni casoci sarebbealmenoun altro vertice
di grado � , e la suaetichettanecessariamentedeve essereminoredi � . Percomodità
poniamoA X�Õ � ��� e sia B X�Õ � l’unico elementodell’insieme

� � Â=� � � � B��1������3B X�Õ V � .
Si puòallorarappresentareil processodi codificaconunamatrice 
5¦ +Ï� ÂÛ�F0 (quello
chechiameremoil codicecompleto):" A � A V �� A X�Õ V A X�Õ �B�� B V �� B X�Õ V B X�Õ � #
dove B��1����R�CB X�Õ V sonoi vertici chevengono"potati"di voltain voltanellacostruzione,A �1����R� A X�Õ V sonoi loro rispettivi adiacenti,la colonna

" A �B3� # rappresentaun arco

dell’albero Ö e le colonneseguonol’ordine in cui gli archisonostati tolti dall’albero.
Il codicedi Prüferè rappresentatodallastringa e X + Öí0 �Ú+�A ������r� A X�Õ V 0 (la +�� Â¬�D0 –
simacolonnanonvieneusatain quantoè determinataunivocamentedallecondizioniA X�Õ � � � e � B��1������3B X�Õ V � À �F� �CB X�Õ � �Ó� � ��� ). Abbiamovisto cheper l’albero Ö
dell’esempioprecedenteil codicedi Prüferè e�� + Öí0 � + ² � [ ���	� [ � [ � ² 0 , mentreil suo
codicecompletoè " ² [ � [ [ ² �
 \ ± � � [ ² # 
Alberi di coperturadiversihannocodicecompletodiverso,poichél’insiemedegli archi
dell’albero Ö èdeterminatodal suocodicecompleto:2 + Ö 0 ���I��A �_�CB3� �'� � � �	��
������� � Â=� � 
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Vediamoalloracomedal codicedi Prüferdi Ö siapossibilericostruireil codicecom-
pleto (la matricea 
 righeed � Â¬� colonne).Percostruzione,i vertici di Ö di grado
maggioredi � hannoetichettenell’insieme ��A ��� A V ����r� A X�Õ V � . Inoltre B�����µ� , quindiB�� �¬zYÍ®í� � ��� Â ��A �1������ A X�Õ V � �d�I� 
Ricordandoche,nel momentoin cui si rimuove un vertice,essoha etichettaminima
traquelli di grado � enonpuòesserenessunodeiprecedenti,si ottieneancheÄ����Å ����Æ

B V �¬zYÍ®í� � ��� � ��A V ���� A X�Õ V � � �CB�� �I���B3� �µz6¯® � � ��� � ��A �_� A �l�������� A X�Õ V � � �CB��R��3B3� Õ � �)���B X�Õ � �µz6¯®í� � ��� � �F� �CB�����4B X�Õ V �I�
Questomostrachel’applicazionee X è iniettiva.
Proviamoorache e X è anchesuriettiva. Partendodaunastringa +.A ��� A V ������ A X�Õ V 0�<� ��� X�Õ V abbiamoappenavisto che tramite le relazioni precedentisi può costruire
univocamenteunamatrice 
 ¦ +�� ÂÒ�F0 :" A � A V �� A X�Õ V A X�Õ �B�� B V �� B X�Õ V B X�Õ � # 
Sia * il grafo di vertici -/+ *'0 � � ��� ed archi indotti dalle colonnedella matrice,
ovvero 2 + *'0 �ÿ�I��A � �3BC� ��� � � �	��
������� � Â¬� � . Vogliamoprovarecheil grafocosì
ottenuto* è aciclico: questosaràsufficientea dimostrareche * è un albero,essendo
aciclicoconesattamente� Â=� archied � vertici. Percostruzionegli elementiBC� della
secondariga sonotutti distinti. Inoltre B3� non è un’estremitàdi nessunodegli archi��A �l�����CB3�l��� � ������ ��A X�Õ ���CB X�Õ � � , quindi ��A � �CB3� � non può chiudereun ciclo nel grafo
convertici in

� ��� edarchi ��A �c�����CB3�l��� � ����r� ��A X�Õ ���3B X�Õ � � . L’applicazionee X èpertanto
biiettivae nesegue Ö +�� 0 �¬� X�Õ V . �
Si invita a questopuntoil lettorea costruirel’albero associatoad unastringadi sua
scelta.
Osservazione. Sia e X + Öí0 ��+.A �1������ A X�Õ V 0 il codicedi Prüferdi un fissatoalbero Ö
su
� ��� vertici: sedenotiamocon � +.° 0 � ( � � �:A � �ÿ° � ( il numerodi occorrenzedi un

intero ° < � ��� nellastringa e X + Öí0 , allora G)î +�° 0 � � +�° 0¡��� . Infatti se A � ��° alloraal
passo� –simodell’algoritmoabbiamopotatoun vertice �¾<=wRî +�° 0 cheeradi grado �
nell’albero Ö�� Õ � , edil minimo conquestaproprietàtra i vertici di Ö�� Õ � : pertantosi haG)î ú�� ç +.° 0 � G)î ú +.° 0:�>� seesolose A � �q° .
2.3 Vertebrati e formula di Cayley

Si noti chela nozionedi grafoaciclicoconnesso(ovvero: albero!)è diversadaquella
di albero radicato (rootedtree) che si incontrapiù frequentementein informatica.
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FissatounalberoÖ su
� ��� vertici, possiamocostruireunalberoconradice“puntando”

unospecificovertice. In altreparole,un alberoradicatoè unacoppia + ÖÔ���	0 , con �¤<-/+ Ö 0 . Si deduceche,per ogni fissatoalberosu � vertici, vi sono � alberi radicati
distinti, e quindi il numero �íÖ +�� 0 di alberi radicati su � vertici è pari a � volte il
numerototaledi alberietichettati:�íÖ +�� 0 �>� Ö +Ï� 01
Nella figura seguente,a sinistraabbiamoun alberosu

�
vertici, a destraabbiamo

l’albero radicatochesi ottieneconla sceltadelvertice � comeradice.

Ö J� J�
J�

J� J
	
J� J � J �íÖ J� J�

J�
J� J�	
J� J �� J

Spessosi usarappresentareunalberoradicatonelseguentemodo(“pettinandolo”dalla
radiceverticalmente,oppureorizzontalmente)J �� J	 JJ � J� J �J�J�

L LKKL LKK KK L L
Chiameremovertebrato ogni alberoetichettatosu � vertici in cui si scelgano


vertici speciali(non necessariamentedistinti) detti testae coda. Un vertebratopuò
essererappresentatoperciòda unaterna + ÖÔ�CEF�4��0 , dove Ö è un alberodi coperturadiWYX

e EF�4�¼< � ��� . Fissatoun alberodi coperturaÖ , si possonoottenereda esso � V
vertebratidistinti. Pertantoseindichiamocon ! X la famigliadei vertebratisu � vertici
si ha ( ! X ( �µ� V Ö +�� 01 (2.1)

Se Ö è l’albero non radicatodella figura precedente,qui sotto a sinistrasi trova il
vertebrato+ ÖÔ�CEF�4��0 con E �"� , � � � .

J� J�
J�

J� J#	
J�� J �� J J�� J	J� J�J� J � J �� J KK L LL L J� Â�f J	 Â�fJ� J�J� J �KK L LL L J �J 
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Un vertebrato+ ÖÔ�3E��4��0 determinaunivocamenteun cammino » � EF����r�4� (l’unico!)
cheunisce E a � in Ö . Sesi eliminanoda Ö gli archi del cammino » , si ottieneuna
foresta.Ognunadellecomponenticonnessedellaforestacontieneunoeunsolovertice
di » e può esserepensatacomeun alberoradicatoin quel verticedi » . Indichiamo
con -7+ »'0 l’insieme dei vertici che appaiononel cammino » . Dato un vertebrato+ ÖÔ�3E��4��0 restanoperciòspecificatiun camminoorientato» � E�������4� e unafamiglia� Ö Ø � Ø�~ OrQ%$HU di alberiradicati + Ö Ø �49¶0 , eventualmenteridotti al solopunto 9 , adueadue
disgiunti (vedi figuraprecedente).Viceversafissiamoun sottoinsieme» � � ��� conla
sceltadi un un ordinamentolinearesu » , denotatoqui con Ý (chepuòesserepensato
comeuncamminoorientatosuglielementidi » ), esiaassegnataunafamigliadi alberi� Ö } � }�~ $ doveogni Ö } èun alberoradicatoin 8 , conle proprietàseguenti:J�+.-7+ Ö } 0r� � 8 � 0:o¤» �¬Z ;JÒ-6+ Ö } 0ro -/+ Ö Ø 0 �¬Z perogni 8 �� 9 ;J À }�~ $ -/+ Ö } 0 � � ��� .
Allora dallaterna + »���Ý�� � Ö } � }�~ $ 0 si puòcostruireil vertebrato+ ÖÔ�CEF�4��0 , ovese�I�ïÝ&� V Ý���¶Ý'��(
sonogli elementidi » nell’ordinamentolineareprescelto,allora E � �I� , � � ��( eÖ �,+_-7+ Öí01�C2 + Öí040 , con -7+ Öí0 � � ��� ,2 + Öí0 � �}�~ $ 2 + Ö } 0rÀ �I� �¥���)� V � � � � V �)� � � ������ � ��( Õ ������( �I� 
Chiamiamoendofunzione di � unafunzionedi un insieme� in sé. Ci proponiamo
adessodi descrivereunabiiezionetra i vertebratisu � vertici e le endofunzionidi un
insiemead � elementi,chepossiamopensarecomel’insieme

� ��� . Poniamo*ÑX �%� e � � ��� f � �����
Teorema2.3 (A. Joyal)Per ogni intero � · y esisteunabiiezionetra endofunzionidi� ��� evertebrati su � vertici equindi si ha( *ÑX ( � ( ! X (u (2.2)

Primadi vedernela dimostrazione,vediamocomedal Teoremaprecedentesegue
il Teoremadi Cayley:

Corollario 2.4 Per ogni intero � · y si haÖ +�� 0 �>� X�Õ V 
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Dimostrazione.Unaendofunzionee`< *ùX ècompletamentedeterminataquandosono
specificatele immagini secondoe di ogni intero ��< � ��� . Ci sono � modi diversi di
assegnareunvaloread e + �F0 , � modidiversidi assegnareunvaloread e + 
	0 , etc. Infatti
se � �� � la sceltadi un valoreper e +¯� 0 nonvincola la sceltadi un valoreper e + �P0 (la
funzionenondevenecessariamenteessereiniettiva,suriettivao altro): in totalevi sono�,+¥�-+ �� +¥�>�Ú� X modi distinti di descrivereun’endofunzione,quindi ( *ÑX ( �Ú� X .
Seguedalla(2.2),ricordandola relazione(2.1),cheÖ +�� 0 �>� X/. � V �>� X�Õ V  �

Vediamoora alcuneproprietàdi un’endofunzione.Un elementoA < � ��� si dice
ricorr ente rispettoad unaendofunzionee%< *ÑX seesisteun intero ��Ð y tale chee � +�A 0 ��A ; chiameremoun elementotransiente senonè ricorrente.Denotiamocon�10 � � ��� l’insiemedegli elementiricorrentiperla funzione e . Possiamoquindi ripar-
tire

� ��� in ricorrentie transienti:
� ���r� �10ïÀ + � ��� �2�10�0 . Denotiamocomedi consueto

con e�( 354 la restrizionedi e all’insiemedei ricorrenti �10 .
Proposizione2.5 La funzionee�(63 4 è unabiiezionedell’insiemedei ricorrenti:e�(63 4 � �1087 �10I
Dimostrazione.

1. Verifichiamoche eê(6354 mappa�10 in sé,cioèvale e + �10�0 � �10 . Sia A unelemen-
to ricorrenteper e : esistequindi un intero strettamentepositivo ò per il qualee � +�A 0 �qA . Allora e � + e +.A 0�0 � e + e � +�A 0�0 � e +�A 0 , quindianchee +�A 0 èricorrente.

2. Iniettività di e�( 3 4 . Siano A �CB`<9�:0 con A �� B : esistonoallora interi positivi����ò¿Ð y tali che e � +.A 0 � A e e � + Bì0 � B : si noti cheiterandola e vale anchee  � +�A 0 �>A e e  � + B10 � B , perogni interopositivo � . Supponiamoperassurdochee +�A 0 � e + B10 . Allora, applicandoe adentrambii membridi questauguaglianza,
per ogni intero N ·?� si deve ancheavere e#; +.A 0 � e�; + B10 . Ne seguirebbein
particolare: AÜ� e � +.A 0 � e � � +�A 0 � e � � + B10 � e � � + B10 � e � + B10 � BD�
control’assunzioneA �� B .

Ricordiamocheseunafunzione < � ��f � è iniettiva e l’insieme � è finito, allora( < + �k0F( � ( �Y( . In questocasoquindidallarelazione(xe + �10F0D( � (6�:0t( delpunto2. edalla
relazionee + �10F0 � �10 del punto1. si deduceche e + �:0�0 � �:0 , ovvero e è biunivoca
su �:0 . �
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Proposizione2.6 Per ogni transienteA < � ��� �=�10 esisteun intero positivo � tale chee  +.A 0§<>�10 .
Dimostrazione. La sequenza+.A ��e +.A 01��e V +.A 01�������e � +�A 01����C0 delle immaginisucces-
sivedi A tramitela funzionee hai suoielementinell’insiemefinito

� ��� : esistonoquin-
di �4� � con � Ý � tali che e � +�A 0 � e � +�A 0 . Allora e � Õ � + e � +.A 040 � e � Õ �l�t� +.A 0 � e � +.A 0 �e � +.A 0 , quindiessendo� Â �êÐ y segue e � +.A 0g<,�10 . �

In altreparole,applicandoe aduntransientesi arrivaprimao poi adunricorrente:
chiamiamopunto di contatto di un transienteA �<?�10 il primo elementodella listaA ��e +�A 0���e V +�A 0R�� cheappartienead �10 : se ò �@zYÍ®��1�¤� e � +.A 0�<@�10 � , allora e � +.A 0 è
il puntodi contattodel transienteA ai ricorrentidi e . Averelo stessopuntodi contatto
èunarelazionedi equivalenzafra i transienti(banaleverifica!): le classedi equivalen-
za di questarelazionesonoquindi indicizzatedagli elementiricorrenti. Pertanto,se
poniamoperogni 8�<>�10-7+ Ö } 0 ����A .<>�10 � il puntodi contattodi A è 8 � À � 8 ��� � ���
tali insiemisonoadueaduedisgiunti:-7+ Ö } 0ro -7+ Ö Ø 0 �¬Z se 8ó�� 9
eanche �}�~ 3 4 -/+ Ö } 0 � � ��� 
Si noti chel’insieme -7+ Ö } 0 puòridursi al soloelemento8 .

A questopuntovogliamovisualizzarele funzioni in termini di grafi, e perquesto
abbiamobisognodi unnuovo concettodi grafo,in cui gli archihannoun’orientazione.

Un grafo dir etto * è unacoppiadi insiemi +.-/+ *'01�32 + *'040 dove -6+ *'0 è un insie-
mefinito, 2 + *50 � -/+ *50Ñ¦ -7+ *'0 è un insiemedi coppieordinatedi punti di -6+ *'0 .
Possiamodareunarappresentazionegraficadi un grafodirettocomeper i grafi sem-
plici, unendoperòun vertice A adun vertice B conun arcoorientatoverso B see solo
se la coppia +.A �CB10�< 2 + *'0 . In figura abbiamorappresentatoil grafo diretto in cui-/+ *50 �%� �)��
�� \�� ed 2 + *50 ����+ �	��
)01� +�\ ���F0�� +.\ �C
	0 � .

1 2

3

In un grafodiretto * si definisceil grado entrante di un vertice 8 < -7+ *50 come
il numerodi archidi * peri quali 8 è il verticedi "arrivo":G �S + 8�0 � ( ��AY��+.A �48�0§<`2 + *50 � (T� (2.3)
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analogamenteil grado uscenteè il numerodi archi di * per i quali 8 è il verticedi
partenza: G ÕS + 8�0 � ( ��A6��+ 8:� A 0§<`2 + *'0 � (u (2.4)

Nell’esempiodella figura precedentesi ha: G �S + �F0 � � , G ÕS + �F0 � � , G �S + 
	0 � 
 ,G ÕS + 
)0 �qy , G �S +�\ 0 �qy , G ÕS +�\ 0 � 
 .All’endofunzione e � � ��� f � ��� associamoorail grafodiretto *A0 ��+_-/+ *B0F0��C2 + *B0F0�0
ponendo-7+ *A0F0 � � ��� emettendoun arcoorientatoda A versoB se B � e +�A 0 , i.e.2 + *A0�0 �%��+.A ��e +�A 040 �kA < � ���.� 
Ad esempioper �¤� ± ed e descrittadaA � 
 \ [ ±e +.A 0 � \ [ [ \
si ottieneil grafodirettoseguente:

1

3

4

52

Torniamoalla discussioneprecedente,dove ora,fissataunaparticolareendofunzionee , abbiamocostruitoil grafodiretto *B0 adessaassociato.

Proposizione2.7 Il grafo nonorientatoindottodal sottoinsiemedi vertici -7+ Ö } 0 nel
grafoorientato *A0 èunalbero, per ogni 8a<C�10 .
Dimostrazione. Con un abusodi notazione,indichiamocon Ö } il grafo indotto da-/+ Ö } 0 in *B0 . Verifichiamoprimala connessionedi Ö } . SeunelementoA < � ��� �D�10 ha
comepuntodi contatto8 � e � +�A 0 , alloraquestoè il primo ricorrentedellasequenzaA ��e +�A 0���e V +�A 01���� : questoimplica che le coppie +�A �Ce +.A 040 , + e +�A 01��e V +.A 040 e così via
sonoarchidelgrafoorientato*B0 . Inoltreanchegli elementie � +.A 0 , con �êÝµò , hanno8
comepuntodi contatto:pertantoA � �FA ��e +�A 0 � ��e +.A 0��FE¥e +.A 01��e V +.A 0HGï��e V +�A 0�����r��E�e � Õ � +.A 0��48IGÑ�48
è un camminoin Ö } tra A ed 8 . Allora gli elementichehannopuntodi contattoin 8 ,
essendoconnessitutti ad 8 , sonoancheconnessitradi loro.
Perogni A < -7+ Ö } 0 con A diversoda 8 , esisteun soloarcouscente+�A ��e +.A 0�0 , poichée +�A 0 èunivocamentedefinito( e èunafunzione).Allora ( 2 + Ö } 0D( � ( Ö } Â � 8 � ( , quindi,
peril Teorema1.9, Ö } èunalbero.

�
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Dimostrazione. (Teoremadi Joyal) Le Proposizioni2.5 e 2.7 ci diconoche,fissata
un’endofunzione,restaad essaassociataunaterna + �:0¥�Ce�(63J4�� � Ö } � }�~ 354D0 , formatada
un sottoinsiemedi

� ��� , unabiiezionesu questosottoinsieme(è la restrizionedi e a
questosottoinsieme)e una famiglia, indicizzatadagli elementidel sottoinsieme,di
alberi radicati,a duea duedisgiunti, i cui vertici "ricoprono"

� ��� . Viceversadatauna
terna +.- �)<�� � Ö Ø � Ø�~ O 0 , con - � � ��� , < ��- f - biiezionedi - eunafamigliadi alberi
radicaticonle proprietàsuddette,si puòcostrireun’endofunzione(perché?).Abbiamo
visto precedentementecheun vertebratosi scomponein mododel tutto analogocome
una terna + » � � ��� ��Ý�� � Ö } � }�~ $ 0 ma il secondoelementodella terna,piuttostoche
essereunabiiezionesuun sottoinsiemedi

� ��� , è un ordinamentolineare.Ricordiamo
oracheil numerodi ordinamentilinearidi unfissatoinsieme� è ( �Y(%K echetaleèanche
il numerodi biiezioni di � : si ottienepertantounacorrispondenzabiunivocatra terne
del tipo "sottoinsieme-biiezione-famiglia di alberi" corrispondentia endofunzionie
ternedel tipo "sottoinsieme-ordinamentolineare-famiglia di alberi" corrispondentia
vertebrati,ovverounacorrispondenzabiunivoca

*ÑX f ! X . �
2.4 Coefficienti multinomiali

Richiamiamola definizionedelcoefficientebinomiale. Sia � unnumeronaturale,8 e9 dueindeterminate.Si considerila potenza� -simadelbinomio + 8Ü�¹9t0 :+ 8Ü�¹9t0 X � + 8��¹9t0 +H+H+�+ 8Ü�ó9¶0L MON P � volte

Dettapotenza,perla proprietàdistributivadelprodotto,si puòriscriverecome+ 8��¹9t0 X � � � � � V �� � X (2.5)

dove la sommasi estendealle stringhedistintedi lunghezza� con � �5< � 8:�39 � . Se
nella stringa � � � V �� � X < � 8:�49 � X vi sono Q occorrenzedella variabile 8 e quindi� Â'Q occorrenzedellavariabile 9 , poichéle variabili commutano,possiamoscrivere� � � V �� � X � 8 ( 9 X�Õ ( . Raggruppiamonellasomma(2.5)tutti i monomideltipo 8 ( 9 X�Õ (
e indichiamocon � X ( ! il coefficientedi dettomonomio(daqui il nomedi coefficiente
binomiale!): + 8Ü�¹9t0 X � X� (1÷¶þ " � Q�# 8 ( 9 X�Õ (  (2.6)

Osservazione1. Dalla discussioneprecedenterisulta subitoche � X ( ! è il numerodi
stringhedi lunghezza� suun alfabetoa duesimboli con Q occorrenzedi un simbolo
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e � Â9Q occorrenzedell’altro simbolo. Questofornisceuna prima interpretazione
combinatoriadelcoefficientebinomiale,dallaqualesi deduceadesempioche" � QÃ# � " �� ÂRQH# (2.7)

Infatti dataunaqualunquestringa� �>� ���� � X con Q occorrenzedi 8 si associla strin-
ga � j ottenutascambiandole 8 conle 9 eviceversa.Questaapplicazioneèovviamente
biunivocae le occorrenzedi 8 e 9 in � j sonorispettivamente� ÂSQ ed Q . (Un altro
mododi dimostrarela (2.7) è osservarecheil polinomio + 86�Ò9t0 X è simmetriconelle
variabili 8 e 9 .)
Osservazione2. In effetti si potrebbedenotareil coefficientedel monomiodi tipo8 ( 9 X�Õ ( come " �Q�� � ÂTQH# � " � Q�# 
Se y ¸UQ�����¸ � sonotali che Q5�Û� �µ� , la relazione(2.7)si traducein" �Qr�C�t# � " �����QÃ# (2.8)

La (2.6)si puòanchescriverecome+ 8��¹9t0 X � X� V�W XVZYFX æ�[ " �Qr�C�t# 8 ( 9   (2.9)

Osservazione3. Ad ogni fissatastringa � � � V �� � X < � 8:�39 � X possiamoassociareun
sottoinsieme\ � � ��� nel seguentemodo:se � � � 8 allora �§<,\ . In realtàogni stringa� � � V �� � X determinaunabipartizione + \Ã�O]r0 di

� ��� , ovveroduesottoinsiemi\ , ] tali
che \Üo^] �vZ e \�ÀT] � � ��� , dove ��<_\ se � � � 8 e �5<`] se � � � 9 . Inoltre ( \:(
è pari al numerodi occorrenzedi 8 in � � � V �� � X , mentre (a]×( �ÿ� Â ( \r( è il numero
di occorrenzedi 9 in � � � V �� � X . Poichéle indeterminate8 e 9 commutano,si ha� � � V �� � X � 8cb deb 9#b fgbu Sostituendonella(2.5):+ 8��¹9t0 X � � h W i

bipartizionedi j [lk 8 b dmb 9 b fgb �
X� (1÷¶þ �hon j [pkq h q æ V 8 ( 9 X�Õ ( (2.10)

e dal confrontodi (2.6) con (2.10)si deduceche � X ( ! è il numerodi sottoinsiemidi
cardinalitàQ in un insiemedi cardinalità� equindi conle notazionidi (1.1):" � Q # �srrrr " � ���Q # rrrr 
Proposizione2.8 Per � naturalee y ¸UQ¤¸ � si ha" � QÃ# � � KQtK +�� ÂRQÃ0eK (2.11)
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Dimostrazione. Utilizziamo la precedenteinterpretazionecombinatoriadel binomia-
le, ovvero � X ( ! è pari al numerodi sottoinsiemidi cardinalitàQ in

� ��� . Performareun
taleinsieme� , abbiamo� sceltepossibiliperil primo elementoA � , � Âµ� sceltetra i
residui � Â�� elementiperil secondoelementoA V , etc.fino all’ Q -simoelementoA ( che
puòesseresceltoarbitrariamentein � Â + QÔÂ¤�F0 modidiversitra i rimanenti� Â + QïÂ��F0
candidati.Si osserviperòchein questomodosi sonocostruite"liste" +�A ������r� A (D0 di
elementidi

� ��� lunghe Q piuttostochesottoinsiemi,perun totaledi�¡+�� ÂÒ�F0 +H+H+�+�� ÂTQ5�>�F0 � � K+Ï� ÂRQÃ0mK (2.12)

liste diverse.Si noti cheogni riordinamentodi +�A �1������ A (�0 dà luogoallo stessosot-
toinsieme� �%��A �������� A ( � ; poichévi sonoesattamenteQDK modi diversidi riordinare
la listadata,occorredividerela quantitàin (2.12)per QDK , dacui seguela (2.11).

�
Proposizione2.9 I coefficienti binomiali verificanola seguentericorsione:" � Q # � " � Âë�Q # � " � Â=�Q Â=� #  (2.13)

Dimostrazione.Si puòdimostrarequestaidentitàin modocombinatorio.Suddividia-
mo tutti i sottoinsiemidi

� ��� di cardinalitàQ nelleseguentiduefamiglie:u � ��Á ��< " � ���Q7# �I� <a�wvu V � Á ��< " � ���Q/# �)� �<�� v
Naturalmentevale u �:À u V � " � ���Q/# � u �:o u V �qZ (2.14)

Inoltre le applicazioni u � f " � � ÂÒ� �Q6Âë�í#� xf �¹� �F�d�
e u V f " � � ÂÒ� �Q #� xf �



28 CAPITOLO 2. ALBERI, FORESTEE PERMUTAZIONI

sonobiiezioni,dacui ( u �F( � " � Â=�QYÂ=�F# e ( u V ( � " � Â=�Q # � (2.15)

da(2.14)e (2.15)segue(2.13).

�
Utilizziamo la formula ricorsiva precedenteper calcolare i primi valori del

coefficientebinomiale.� y �� � �
 � 
 �\ � \ \ �[ � [ ² [ �± � ± � y � y ± �
Vediamoun’altraidentitàsoddisfattadaicoefficienti binomiali.

Proposizione2.10 +�� ÂRQÃ0 " � Q�# � " �Q5�µ�D# + Q��>�F0 (2.16)

Dimostrazione.Utilizziamoancoraunavolta la tecnicadel doppioconteggio. Sia�@�&ÁÑ+�A �4�k0 �¥A <a�'�3��< " � ���Q'�>� # v
la famigliadi tutte le coppie“capo tribù - tribù”, dove le possibili tribù hannopopo-
lazione Q5�¬� e sonostateformatescegliendonegli appartenentidaun insiemefissato
di � individui. Calcoliamola cardinalitàdi � in duemodi diversi: un primo modoè
quellodi scegliereprima la popolazionedella tribù sucui il capo“regnerà”: vi sono� X ( ! modi diversi di farlo; poi si sceglie all’esternoil capodella tribù fra i rimanenti� ÂRQ individui, perun totaledi ( � ( � +�� ÂRQÃ0 " � Q # 
Un secondomodoèdi stabilireprimaqualècomplessivamentela tribù: ci sono � X(1��� !
sceltedistinte.A questopuntodobbiamoscegliereall’interno dellatribù un suocapo:
possiamosceglierearbitrariamentetragli Q��>� appartenentiperun totaledi( � ( � + Q5�µ�F0 " �Q��>� # 
Confrontandole dueuguglianzedi ottienela (2.16).

�
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Proposizione2.11 Per ogni fissatonaturale � la successione" � y # � " � �I# ����r� " � Q�# ����r� " �� Â=��# � " �� # (2.17)

ècrescenteper Q �¬y ���	����R�5y X Vgz ÂÛ� , decrescenteper Q � y X Vgz ����r� � Âó�	� � (ovvero
èunimodale).

Dimostrazione.Essendotalesuccessionesimmetricaper(2.7),èsufficientedimostra-
reche " � Q�# Ý " �Q5�µ�D# �eQ �¬y ����r�5y � 
 z Â=�) (2.18)

Ma perla (2.16)si ha � X ( !� X(ì��� ! � Q5�µ�� ÂRQ 
Ora Q��>�� ÂRQ Ýq�Ñh Q5�>�«Ý � ÂTQYh 
{Q Ý � Â=� �
analizzandodistintamentei casiin cui � è pari oppuredisparisi arriva comunquealla
conclusioneche Q¤Ý|y X V z . �
Corollario 2.12 " �y X Vgz # �>z6{�| Á " � Q�# � Q �¬y ����R� � v (2.19)

Osservazione.Se � èdispariallora y X Vgz ��~} X VF� � y X Vgz �>� ma � X��[ ém� ! � � X��[ é�� ! .
A questopuntointroduciamola definizionedi coefficientemultinomiale, chegenera-
lizza quelladi coefficientebinomiale. Si considerila potenza� -simadel polinomio8��r�ó8 V � +H+H+ �Ó8  , ove 8H� sonoindeterminate:+ 8��:�Ó8 V � +H+H+ �ó8  0 X � + 8��r�Ó8 V � +H+H+ �ó8  0R�� + 8��r�ó8 V � +H+H+ �Ó8  0L MON P � volte

Espandendoil prodottodegli � fattori,si ha:+ 8��r�ó8 V ��F�ó8  0 X � � � � +H+H+3� X (2.20)

dove la sommasi estendealle stringhedistinte � �R�� � X di lunghezza� sull’alfabeto� 8��1������48  � . Senellastringa� � � V �� � X < � 8��1����r�48  � X vi sono��� occorrenzedella
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variabile 8�� , � V occorrenzedellavariabile 8 V , �  occorrenzedellavariabile 8  (equindi���r�R� V �µ��F�T�  �¬� ), datochele variabili commutanopossiamoscrivere� � � V �� � X � 8
� ç� 8
� éV ���8 � X 
Raggruppiamonellasomma(2.20)tutti i monomideltipo 8
� ç� 8
� éV +H+H+ 8 � X : il coefficiente
di dettomonomionell’espansionedellapotenza� -simadelpolinomio 8��H� +H+H+ �a8  si
chiamacoefficientemultinomialeevieneindicatocon" ����1��� V ����R���  # 
Si ha:+ 8��r�ó8 V +H+H+ �ó8  0 X � �á�� ç W � é W � � ��W � X ä�� � ú èH�� ç Y � é Y/� � � Y � X æ�[ " ����C��� V ����r���  # 8 � ç� 8 � éV +H+H+ 8 � X  (2.21)

Analogamenteal coefficientebinomiale,si haquindicheil numeronaturale� X� ço� � ép�6�6�6��� � X !conta il numerodi stringhe � -arie di lunghezza� (in questocaso,gli elementidi� 8��1������48  � X ) chehanno��� occorrenzadel simbolo 8H� , � � �	�������� .
Osservazione4. Una � -partizione ordinata di

� ��� èunasuccessione+ �����3� V ������  0
di sottoinsiemi�Ñ� � � ��� tali che �ù��o¤�g� �qZ �3�Ô��Û� ��«�rÀ � V Ài��FÀ¤�  � � ��� 
Diremocheuna � -partizionedi

� ��� èdi tipo + ���1��� V ��������  0 se ( �ù��( � ��� perogni indice� . Inoltre è facilevederechec’è unacorrispondenzabiunivocatrastringhe� �q� � � V �� � X < � 8�������r�48  � X
con ��� occorrenzedella variabile 8H� e � -partizioni di

� ��� di tipo + ���C��� V ����r���  0 . In
questacorrispondenza: � �¬� � � V �� � X xf + �����3� V ������4�  0 (2.22)

doveponiamo ��( �%�1�Y�Ô� < � ��� � � � � 8�( � 
Illustriamo questabiiezione con un esempio, dove per semplicità si sostituisce
l’alf abeto� �	�������� � all’alfabeto� 8�������r�48  � . Sia �¤� � y , � � [ ,� � 
)
 [ �F
 [ �	�	� [ 
Con le notazioni precedentisi ha + �����)� V ��� � ��� ] 0 � + [ � \ � y � \ 0 . La partizionedi� �	��
�� \ � [ � ± � ² � � � � ���t��� y�� in quattrosottoinsiemiè + ���1�3� V �3� � �4� ] 0 con��� ��� [ � � � � ��� � �3� V �%� �	��
�� ± � �3� � �qZ �3� ] �%��\ � ² ��� y�� 



2.4. COEFFICIENTIMULTINOMIALI 31

Si puòpertantodareunasecondainterpretazionecombinatoriadel coefficientemulti-
nomiale: � X� ço� � ép�6�6�6��� � X ! contail numerodi partizionidi

� ��� in � sottoinsiemi(ordinati)di
cardinalitàrispettiva ��� .

Inoltre,fissataunafunzione e � � ��� f � � � , le � controimmaginie Õ � + �F01��e Õ � + 
	0�����R��e Õ � + �¶0
formanounapartizionedell’insieme

� ��� . Viceversa,ogni � -partizioneordinatadi
� ���+ �«�1�4� V ������3�  0

induceunafunzione < � � ��� f � � � definitada < + QÃ0 � � see solose Q`<¾�Ñ� . Ne segue
che il coefficientemultinomiale � X� ç�� � ép�6�6�6��� � X ! è il numerodi funzioni da un insiemea� elementiin un insiemea � elementile cui fibre e Õ � +m� 0 abbianocardinalità �C� , per�Ü� �	����R��� .
Osservazione5. Poichéil ruolo dellevariabili nel polinomio (2.20)è simmetrico,si
ha: " ����C��� V ����r���  # � " ���� ç ����� é ����R����� X # (2.23)

dove �����4� V ������3�  èunaqualunquepermutazionedegli indici degli indici � �	�������� � .
Vediamoora che anchei coefficienti multinomiali soddisfano una relazionedi

ricorrenza.+ 8����ó8 V � +H+H+ �Ó8  0 X� + 8����ó8 V � +H+H+ �Ó8  0 X�Õ � + 8��:�Ó8 V � +H+H+ �ó8  0� ��� �á6� ç W � é W � � ��W � X ä� ç Y � é Y{� � � Y � X æ�[ � ç " � Â=�ò����Cò V ����r��ò  # 8 � ç� 8 � éV ���8 � X 8�O�� + 8��r�ó8 V � +H+H+ �ó8  0
�  � �4÷�� ��� �á6� ç W � é W � � ��W � X ä� ç Y � é Y{� � � Y � X æ�[ � ç " � ÂÒ�ò�����ò V �������ò  # 8 � ç� ��48 ��� ���� ���8 � X �O��
� �á�� ç W � é W � � ��W � X ä� ç Y � é Y{� � � Y � X æ�[ � ç  

� ��÷�� " � ÂÒ�ò��1������Cò��D����r��ò  # 8 � ç� ���8 ��� ���� ��48 � X 
� �á�� ç W � é W � � ��W � X ä� ç Y � é Y{� � � Y � X æ�[  � ��÷�� " � ÂÒ����1����R���C�×Â=�)������)�  # 8 � ç� ��48 � �� ���8 � X � (2.24)

dove per comoditàsonostati cambiatigli indici di sommatoriaponendo��� � ò�� se�¿�� � ed �C� � òC�í� � . Confrontandonella (2.21) e nella (2.24) il coefficientedel
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monomio8
� ç� ��48 � �� ���8 � X si ottienela ricorrenza:" ����1��� V ����R���  # �  � ��÷�� " � Âë����1��������C��Â=�	����R���  #  (2.25)

Conmoltomeno"sudore"algebrico,il lettorepuòdivertirsiadimostrarela precedente
ricorrenzautilizzandounadelleinterpretazionicombinatoriedel multinomiale.

Proposizione2.13 Dato un naturale � e � interi ���¡· y tali che ���:�¬������  �%� si
ha: " ����C������)�  # � � K���mK���p�  K  (2.26)

Dimostrazione. Vogliamo contarequantesono le funzioni di
� ��� in

� � � tali che(Çe Õ � +¯� 0F( � �C� , per �¹� �	����R��� . Possiamoscegliere la controimmaginee Õ � + �F0 in� X� ç ! modi diversi.Restano� Â^��� elementi,dacui estrarrearbitrariamenteun sottoin-
siemedi cardinalità� V performare e Õ � + 
	0 , cosaciò chepossiamofarein � X�Õ � ç� é ! modi
diversietc. In totaleil numerodi possibilitàè:" �������������  # � " �����# " � Â^���� V # +H+H+ " � Â + ���r� +H+H+ �T�  Õ ��0�  #� � K���mK +�� Â^����0mK + +Ï� Â^����0eK� V K � � Â + ���r�R� V 0 � K +H+H+ � � Â + ���r� +H+H+ �T�  Õ ��0 � K�  K � � Â + �����R� V � +H+H+ �R�  0 � K
ecancellandoi fattori ripetuti anumeratoreedenominatoresi arrivaalla (2.26).

�
2.5 Dimostrazionericorsiva della formula di Cayley

Ci prefiggiamodi calcolare(ancoraunavolta...!) il numero Ö +�� 0 degli alberi di co-
perturadi

WYX
. Raffiniamo la nostraricerca: sia � +Ï� �CGt��������CG X 0 il numerodi albe-

ri di coperturadi
W X

i cui vertici, enumeraticome � �I�1��� V �������� X � , hannogradi
rispettivamenteGt������3G X . Datocheun alberoèconnesso,deveessereG	�d·��)�3� � �	������ � 
Si haperciòche � +Ï� �CGt������r�CG X 0 ��y sealmenounodei parametriG	� è nullo. Osser-
viamoancheche,per � · \ , tutti i vertici di grado � sonoadiacentia vertici di grado
almeno
 , altrimenti il grafononsarebbeconnesso.Inoltre peril Teorema1.9e perla
relazione(1.2) tragradie numerodi archiin ungrafosi haGt�r�ÛG V �>��F�ÛG X � 
 +�� Â=�F0 � 
 � Â¹
� (2.27)
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Valequindi Ö +Ï� 0 � �á å ç W � � � å [ ä�� å ú è�ç� ú å ú æ�é�[ � é � +Ï� �CGt������r�CG X 01 (2.28)

Si deve notareche la successionedei gradi in un alberoetichettato(in generale,in
un grafo qualunque),non determinail grafo stesso. Si confrontino ad esempioi
duealberi su � vertici nellafiguraseguente,chehannola stessasuccessionedi gradi+ �)���	���	� \ � \ � \ ���	��
����F0 .

7 8 9

4 5 6

1 2 3

7 8 9

4 5 6

1 2 3

Calcoliamoora i primi valori dei coefficienti � +Ï� �CGt������r�CG X 0 . Se �Ò� 
 , l’unica
possibilitàperla successionedeigradiè + �	���F0 , e � + 
����	���F0 � � . Si ha  ç   é
Per ���>\ , unapossibilesuccessionedi gradiè + 
����	���F0 . In questocaso,se 
 è il grado
del vertice �¥� in un alberoÖ , necessariamentela famiglia�I� �¥���)� V � � � �¥���)� � �I�
esauriscegli archidi Ö , quindi � +�\ ��
����)���F0 � � �  ç  é  o¡

Senzaperditadi generalitàpossiamoassumerein quantosegueche G	�g·@G	�l��� . In
tal modosaràG X � � , perchéunalberohaalmenounverticedi grado � (in realtà,neha
almeno
 , maqui nonservesaperlo!).In effetti, amenodi fareunanuovaetichettatura
dei vertici, èevidenteche:

Proposizione2.14 Per ogni riordinamento���1�3� V ������4� X degli indici si ha:� +�� �CGt�1������3G X 0 � � +Ï� �CG	� ç ����r�CG	�¢[�0�
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Vogliamodimostrareunarelazionedi ricorrenzaperi numeriin questione.

Proposizione2.15 Siano� �CGt��������CG X interi tali che G	�d·�� , G	�d·µG	�l��� e� � G	� � 
 � Â¹
�
Allora � +�� �3G¶�C����r�CG X 0 � X�Õ �� �l÷�� � +�� Â=�)�CGt�C����r�CG	�ÃÂÒ�	������CG X�Õ ��0� (2.29)

Dimostrazione. Sia Ö +�� �CGt�C����r�CG X 0 la famiglia degli alberi etichettatisui vertici� �I������r�)� X � consuccessionedi gradi + Gt������r�CG X 0 , quindi� +Ï� �CGt�1������CG X 0 � ( Ö +�� �CGt�C������CG X 0D(T�
sia Ö unsuoelemento.Il vertice� X hagradoG X � � , comeosservatoprecedentemente.
Consideriamol’albero ÖÔj chesi ottieneda Ö cancellandoil vertice � X e l’arco (unico!)
adessoadiacente,siaesso� � X ���F� � (perquantoosservatoall’inizio del paragrafo,saràG	�¡·q
 ): Ö j è un alberoetichettatosugli � Âµ� vertici � �I������r��� X�Õ � � consuccessione
di gradi + G¶�C����r�CG	�rÂq�	����r�3G X�Õ ��0 . Viceversa,ogni albero Öv<=Ö +�� �3G¶�C������3G X 0 si
puòottenereapartiredaunalberoÖ j suivertici � �¥�C����r��� X�Õ � � , aggiungendoil nuovo
vertice � X , fissandoarbitrariamenteun qualunquevertice �F�¤< � �¥������r��� X�Õ � � conG)î s + ���ô0 � G	�ÃÂÒ� eaggiungendol’arco � � X ���F� � . �

� X
Ö

�F�
Ö j

Osservazione.Perla Proposizione2.14,la ricorsione(2.29)valeanchese G	�g�·µG	�l��� .
Mettiamoorainsiemei vari pezzidelpuzzlepercapireil quadrofinale.

Dimostrazione. (Teoremadi Cayley) Affermiamoche� +Ï� �CGt��������CG X 0 � " � Â¹
Gt�dÂ=�	������CG X ÂÒ��#  (2.30)
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Anzitutto,se G	��·�� perogni � � �)������ � esevale� � G	� � 
 � Âó

allora GI�ÃÂë�'· y perogni � � �	����r� � e si ha� � + G	�ÃÂÒ�F0 � � � G	�ÃÂ � � � � 
 � ÂÓ
kÂ �¤�µ� ÂÓ
��
quindi il multinomialeal membrodestroèbendefinito.Orale duesequenzedi numeri
in (2.30)coincidononei termini iniziali: infatti abbiamogià calcolatoin (2.5)cheper�¤�¬\ vale � +.\ ��
����	���F0 � � . Inoltre,usandola formula(2.26)si hache" \ Âó

kÂë�	���ÔÂÒ�	���ÔÂÒ��# � " ��	� y � y # � �{K�gK +Fy K +Fy K � �	
D’altro cantole duesequenzesoddisfanola stessarelazionericorsiva, comesi vede
confrontandola (2.29)e la (2.25).Perinduzionequindi seguela (2.30).

Infine, la (2.21)è un’equazionepolinomiale,veraperogni valoredelleindetermi-
natee perogni valorenaturaledi � e � . In particolare,sostituendovi � ÂÛ
 al postodi� , � al postodi � eponendo8H� � � perogni � si puòscrivere:� X�Õ V � �á�� ç W � � ��W � [ ä� ú � ú æ�[ � é " � Âó
���C����r��� X #

per(2.30) � �á�� ç W � � ��W � [ ä� ú � ú æ�[ � é � +�� �������>�	�������� X �>�F0
per(2.28) � Ö +�� 01 �

Osservazione. Riprendiamoper un momentoil codicedi Prüfer: seanalizziamola
carrieradi un verticequalsiasinellasequenzaA �1������ A X�Õ V di codificadi un albero Ö
di vertici

� ��� egradi + Gt��������CG X 0 ci accorgiamoche,ognivoltacheil vertice 8�< -7+ Öí0
con G)î + 8�0 ·v
 perdeun arconella potatura,essoapparenella sequenza,finchénon
diventadi grado1: in totalequindi essoappareG)î + 8�0§Â�� volte. Con questoragio-
namentodovrebbeesserechiaroche � +�� �3G¶�C����4G X 0 è pari al numerodellestringhein� ��� X�Õ V in cui la lettera � compareG	�rÂ�� volte: ora sappiamochequestonumeroè il
coefficientemultinomiale " � Â¹
G¶�$ÂÒ�	�3G V Â=�	������CG X Â=�D# 
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2.6 Ordinamenti epermutazioni

Chiamiamopermutazione dell’insieme
� ��� ogni biiezione e � � ��� f � ��� . Ricor-

diamochevi sono � K biiezioni di
� ��� in sé. Spessoè comodoindicarela biiezione

tramiteunamatricebidimensionale,sullacui secondariga si leggonole immaginidei
corrispondentielementidellaprimariga.
Esempio1. Sia e � " � 
 \ [ ± ² �� ± \ ² 
 [ � # �
ovvero e + �F0 ��� ��e + 
)0 � ± etc. Il corrispondentegrafodiretto *A0 è

1

7

2

5

3

4

6

Esempio2. Sia e � " � 
 \ [ ± ² �
 [ ± � ² \ � # 
Il corrispondentegrafodiretto *A0 è

2

4

7

1

5 6

3

Nei grafi diretti un ciclo dir etto è un sottografoconnessoin cui ogni verticeha
gradouscentee gradoentrantepari ad � . Si nota dagli esempiche il grafo diretto
corrispondentealle duepermutazioniè unionedisgiuntadi cicli diretti. Questanonè
unacoincidenza,comevedremoinfatti nellaseguente:

Proposizione2.16 Il grafo diretto *A0 corrispondentea una permutazioneha la
proprietàcheogni verticedelgrafoappartienead ununicociclo di *A0 .
Dimostrazione. Ricordiamole definizioni (2.3) e (2.4). In questocaso,datoche e è
biiettiva, si deve avere G �S + 8�0 � G ÕS + 8�0 � � : seesistesseun vertice 8 appartenentea
più cicli, si avrebbeG �S + 8�0§·>
 oppureG ÕS + 8�0§·>
 . �
I puntifissidi unapermutazionesonogli elementiA < � ��� tali che e +�A 0 �>A . Nel grafo
della permutazione,l’arco +.A � A 0 corrispondentead un puntofisso A è un cappio sul
vertice A . La permutazioneidenticasu � elementi,denotataqui da � G X , hasolopunti
fissi, �_G X � " � 
 �� � �� �� 
 �� � �� � # �
e il suografo *k�¢£ [ hasolocappi:
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1 2 �¤�¥� i �¥�¥� n

Date due permutazionisu � elementi e e < si può definire il loro prodotto
funzionale,la composizione e§¦1< � � ��� f � ��� delleduepermutazioni,come:+ e8¦1<t0 + �P0 � < + e + �P0�01
Si noti l’ordine concui componiamole permutazioni:si applicaprimala funzione e ,
poi la funzione< all’immaginesecondoe . Ad esempiopere � " � 
 \ [ ± ² �� ± \ ² 
 [ � # �< � " � 
 \ [ ± ² �
 [ ± � ² \ � # �
si ottiene + e¨¦©<t0 + �D0 � < + e + �F040 � < +�� 0 � � , + e©¦©<t0 + 
	0 � < + e + 
	0�0 � < + ± 0 � ²

etc.
quindi e§¦1< � " � 
 \ [ ± ² �� ² ± \ [ � 
 # 
Attenzione!Il prodottodi composizionedi permutazioninonècommutativo. Se e e <
sonocomesopra,si ha <ª¦«e � " � 
 \ [ ± ² �± ² 
 � [ \ � # 
Denotiamoanche,comedi consueto,e  �T� e1¦'e8¦Ü���¦'e , � volte.

Uno scambio (o trasposizione)su - è unapermutazionee per cui esistonodue
elementidistinti A �CBi< � ��� con e +.A 0 � B , e + Bì0 �´A e e + 8�0 � 8 se 8&�< ��A �CB � . Il
grafocorrispondentesi componedi un solociclo sudueelementie di cappisugli altri
vertici. Ad esempio,per e � " � 
 \ [ ± ² �� ± \ [ 
 ² � # �
si ha

2

5

1 3 4 6 7 *B0
Sia « + eR0 l’insieme dei cicli di lunghezzaalmeno 
 del grafo *B0 di una fissata

permutazionee (si escludonoquindi i cappi).Perogni » <¬« + e�0 denotiamocon e $ la
biiezionedi

� ��� indottadalciclo » , ovveroe $ +.A 0 � Á e +�A 0 se A <`»��A altrimenti.
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Poichéabbiamoesclusoi cappi,se A è un verticedel ciclo » allora e +.A 0¼��´A . La
permutazionee $ è la restrizionedi e al sottoinsiemedei vertici del ciclo. Seperuna
permutazionee l’insieme « + eR0 consistedi un solociclo » , allora e coincidecon e $ .
In particolaree può esseredescrittadalla sequenzadelle immagini successive di un
fissatovertice A del ciclo » : +.A ��e $ +.A 01�Ce V$ +�A 0R�����e �$ +.A 040 , ove � è il minimo intero
positivo taleche e �m���$ +.A 0 ��A . Questotipo di permutazioniè chiamatopermutazione
ciclica. Viceversa,fissatauna lista +�A �1� A V ����r� A �Ï0 di interi positivi distinti, si può
definireperogni � · z6{�|���A � � ��¸=�ê¸Ò� � unapermutazionee � � ��� f � ��� tramite:e +¯� 0 �T� � se � < � ��� � ��A �1����R� A � �e +�A �ô0 �T� A �l���C� � � �	������4�dÂ=�e +.A �.0 �T� A ��
Tale permutazioneè ciclica. Uno scambioè dunqueuna permutazioneciclica che
muovedueelementi.
Si noti cheil prodottodi permutazionicicliche +.A �1����R� A � 0 e + B��1������CB3�.0 ècommuta-
tivo se ��A ������r� A � � o � B��1����R�CB3� �k�qZ . Ad esempio:+ e Q � � V � � U ¦�e Q � � V U 0 + �D0 � e Q � � V U + e Q � � V � � U + �F040 � e Q � � V U + 
	0 � �
mentre + e Q � � V U ¦«e Q � � V � � U 0 + �F0 � e Q � � V � � U + e Q � � V U + �F0�0 � e Q � � V � � U + 
	0 �q\ 
Si ha + �	��
�� \ 0J¦ + �)��
	0 � + 
�� \ 0 ��@+ �	� \ 0 �,+ �)��
	0¦ + �	�C
�� \ 0�
Ancora:se e è la permutazioneciclica + �	�C
�� \ 0 , allora+ �	��
�� \ 0 V �,+ �	� \ ��
	01�+ �	��
�� \ 0 � � � GH�+ �	�C
�� \ � [ 0 V �,+ �	� \ 05¦ + 
�� [ 0�
Per comodità indicheremoil prodotto di due (o più) permutazionicicliche come+.A �1������ A � 0 + B�������r�CB3�.0 piuttostoche +�A �1������ A � 0¦ + B��1����R�CB3�.0 .
Proposizione2.17 Ognipermutazioneè il prodottodi scambi.

Dimostrazione. Ogni permutazioneè rappresentabilecomeprodottodi permutazioni
cicliche: bastaalloradimostrarecheogni permutazioneciclica èugualeal prodottodi
scambi.Ma questoèsubitoverificatopoiché+�A �1� A V ������ A  0 �,+.A �1� A V 0 +.A �1� A � 0R�� +.A ��� A  01
Osservazione. La decomposizionedi un ciclo in prodottodi scambinon è unica.
Ad esempio,si verifichi che + �)� \ ��
�� [ 0 � + �	� \ 0 + �)��
	0 + �	� [ 0 � + 
�� \ 0 + �	� [ 0 + [ � \ 0 �+ �)� \ 0 + 
�� \ 0 + �	�C
	0 + �	� [ 0 + [ � \ 0 .
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Un’inversione per una permutazione® � � ��� f � ��� è una coppianon ordinata� �4� �H�'� � ��� taleche + �rÂ � 0 + ® + �P0$Â¯® +m� 040§Ý y 
In modoovviamenteequivalente,ogni coppiaordinata + �4� � 0 con �4� � < � ��� , �ïÝ � tale
che ® + � 0«Ð"® +m� 0 dà luogoa un’inversione.Chiamiamoparità di una permutazione® � � ��� f � ��� la paritàdel numerodi inversionidi ® , e la denotiamocon ° A � + ®�0 , cioè° A � + ®�0¤< ��y ��� � e ° A � + ®�0²± ( ��+ �4� � 0 � �êÝ � �
® + �P0gÐ�® +¯� 01�r�«¸=�4� � ¸ �d� ( +Ïz�³µ´ 
	01
Diremo quindi che una permutazione® è pari se ° A � + ®:0C± yÒ+Ïz�³µ´ 
	0 , dispari se° A � + ®�0¶±,� +Ïz�³µ´ 
	0 . Ad esempiose® � " � 
 \ [ ± ² �\ ± ² 
 � [ � # �
l’insiemedellesueinversioniè��+ �	� [ 0�� + �	� � 01� + 
�� [ 0�� + 
�� ² 01� + 
�� � 01� +�\ � [ 0�� +�\ � ² 0�� +.\ � � 0�� + [ � � 01� + ± � ² 01� + ± � � 01� + ² � � 0 � �
quindi poiché �F
§± yÒ+Ïz�³µ´ 
	0 , si ha ° A � + ®:0 �>y cioè ® èpari. Si noti chel’identità� G X � " � 
 �� � Â=� �� 
 �� � Â=� � #
ha y inversioni,quindi èpari. La permutazionecol massimonumerodi inversioniè·�� " � 
 �� � Â=� �� � Â=� �� 
 � # �
infatti è chiarocheogni coppia + �4� � 0 con ��Ý � forma un’inversione: il numerodi
inversionidi · èallora � X V ! .

In generalecalcolarela parità di una permutazioneenumerandotutte le inver-
sioni potrebbeesserepiuttosto lungo! Vediamoallora comepoter calcolarela pa-
rità direttamentedalle lunghezzedei cicli cheappaiononella scritturain cicli della
permutazione.

Teorema2.18 Sia ® unapermutazioneed A �� B : allora la permutazione®§¦ +�A �3Bì0 ha
parità diversadaquelladi ® .

Dimostrazione. L’enunciatoequivalea dimostrarechela differenzatra il numerodi
inversionidi ® e di ®©¦ +.A �CB10 è dispari.Poiché +.A �CB10 �&+ BD� A 0 , si puòsempresupporre
che ® Õ � +.A 0§Ý�® Õ � + B10 equindi si puòscriverela permutazione® come® � " � ��¸® Õ � +�A 0n��¸® Õ � + B10n�� �® + �F0��� A �� B ��¸® +Ï� 0 # 
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Semoltiplichiamo ® perlo scambio+�A �3Bì0 si haevidentemente¹® �u� ®B¦ +.A �CB10 � " � ��¸® Õ � +�A 0©��º® Õ � + B10n�� �® + �F0©�� B �� A ��¸® +�� 0 # 
Puòesserecomodopensareaun’inversionedi ® comeaunacoppiadi colonneÁ " �® + �P0 # � " �® +m� 0 # v
perle quali valgala condizionesuddetta+ �rÂ � 0 + ® + �P0$Â¯® +m� 040§Ý y 
Sia \ l’intervallo dellamatrice 
Ü¦ � di ® chehacomeestremile colonne" ® Õ � +�A 0A # e

" ® Õ � + B10B # 
Seindichiamocon � il numerodi inversionidi ® in cuinonfiguranessunadellecolonne

al bordo

" ® Õ � +.A 0A # oppure

" ® Õ � + B10B # , allora � è ancheil numerodi inversionidi ®¨¦+.A �CB10 in cui non figura nessunadelle colonneal bordo

" ® Õ � +.A 0B # o

" ® Õ � + Bì0A # . Se" ® Õ � + �P0� # è unacolonnaesternaall’intervallo \ , essaè in inversionecon

" ® Õ � +.A 0A #
see soloselo è con

" ® Õ � + B10A # � " ¹® Õ � +.A 0A # , poiché + ® Õ � + � 0�ÂR® Õ � +.A 0�0 ha lo stesso

segnodi + ® Õ � + �P0IÂ»® Õ � + Bì0�0 equindi + ® Õ � + �P0IÂ»® Õ � +.A 0�0 + ��Â A 0 e + ® Õ � + �P0IÂ»® Õ � + B10�0 + ��ÂYB10
hannolo stessosegno.Lo stessovaleperle inversionicon

" ® Õ � + B10B # .

Sia ò il numerodelle inversionidi ® checoinvolgonounacolonnaesternaad \
e unaal bordodi \ (cioè unadelle due

" ® Õ � +�A 0A # e

" ® Õ � + Bì0B # ). Perquantodetto,ò è ancheil numerodelle inversionidi
¹® checoinvolgonounacolonnafuori di \ , e" ® Õ � +.A 0A # oppure

" ® Õ � + B10B # .

Dimostreremoora che se consideriamotutte le coppie di colonne interne
all’intervallo \ eunadellequali siaal bordodi \ , trannela coppiaper ®Á " ® Õ � +.A 0A # � " ® Õ � + B10B # v �
ovveroper ®B¦ +�A �CB10 la coppiaÁ " ® Õ � +.A 0B # � " ® Õ � + B10A # v �
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un numeropari di questecambiasituazionenel passaggioda ® a ®»¦ +.A �CB10 . Classifi-
chiamoa tal fine le colonneinternead \ , relativamentealla permutazione® , tramitei
seguentiinsiemi:J � +�A 0 : colonnechesonoin inversionecon

" ® Õ � +�A 0A # manoncon

" ® Õ � + B10B # ;J � + Bì0 : colonnechesonoin inversionecon

" ® Õ � + Bì0B # manoncon

" ® Õ � +.A 0A # ;J � +�A �3Bì0 : colonnechesonoin inversionesiacon

" ® Õ � +�A 0A # checon

" ® Õ � + B10B # ;J�¼¾+.A �CB10 : colonne che non sono in inversione né con

" ® Õ � +.A 0A # né con" ® Õ � + B10B # .

Analogamenteper la permutazione
¹® indichiamocon

¹� +�A 0 l’insieme delle colonne

internead \ chesonoin inversionecon

" ¹® Õ � +�A 0A # ma non con

" ¹® Õ � + B10B # etc. Sia

inoltre ½ +.A �CB10 � ÄÅ Æ � se Á " ® Õ � +�A 0A # � " ® Õ � + Bì0B # v è un’inversioneper ®y altrimenti

Chiaramentese " ® Õ � +.A 0A # e

" ® Õ � + B10B #
sonoin inversioneper ® , allorale colonne" ® Õ � +.A 0B # e

" ® Õ � + B10A #
nonlo sonoper ®©¦ +�A �3Bì0 eviceversa.Inoltre" ® Õ � + �P0� # <>� +�A 0´h " ® Õ � + �P0� # < ¹� + B101� (2.31)" ® Õ � + �P0� # <>� + B10´h " ® Õ � + �P0� # < ¹� +.A 01� (2.32)" ® Õ � + �P0� # <>� +�A �CB10´h " ® Õ � + �P0� # < ¹¼ +.A �CB10��" ® Õ � + � 0� # < ¼ +�A �CB10´h " ® Õ � + �P0� # < ¹� +.A �CB101 (2.33)
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Quindi secalcoliamole inversionidi ® e
¹® rispettivamente,si ha:� � � + ®�0 � ���ëòg��(6� +�A 0D(ì��( � + B10F(ì�Û
�(6� +�A �3Bì0D(1� ½ +�A �3Bì0��� � � + ¹®:0 � �:�Ûòg��( ¹� +.A 0F(���( ¹� + B10F(ì�ë
Ã( ¹� +.A �CB10D(ì� + �ÔÂ ½ +�A �3Bì0�01�

percui da(2.31),(2.32)e (2.33)si ottiene:� � � + ¹®�0 � �r�ëò×��(6� + B10F(ì��( � +.A 0F(��ë
�( ¼ +.A �CB10D(ì� + �ÔÂ ½ +.A �CB10�0
dacui, perdifferenza:� � � + ¹®�0$ÂÓ� � � + ®�0 � 
 + ( ¼¾+.A �CB10F(FÂq( � +.A �CB10F(FÂ ½ +�A �3Bì0�0r�>�
ovvero,un numerodispari.

�
Corollario 2.19 Sela permutazione® è rappresentatadal prodottodi � scambi® �+.A �1�CB���0R�� +�A � �CB � 0 allora ° A � + ®�0¶±�� +Ïz�³µ´ 
	0 .
Dimostrazione. Si applichi l’induzionesu � , tenutocontochel’identità è pari e che® � � G +�A �1�3B���0R�� +�A � �CB � 0 . �
Proposizione2.20 Se® � ®�� + ® V allora ° A � + ®�0¶±&° A � + ®��40r�,° A � + ® V 0 +�z¾³µ´ 
	0 .
Dimostrazione.Esprimiamole duepermutazioni®�� e ® V comeprodottodi scambi:se®�� � + E����CGt��0R�� + EC�P�CG	��0 e ® V �@+ ;��1�)<¥��0R�� + ; � �)< � 0 allora® �,+ ED�1�3G¶��0R�� + EC���CG	��0 + ;����)<¥��0R�� + ; � �)< � 0
è unarappresentazionedi ® comeprodottodi �d�µò scambi;quindi ricordandochela
classedi congruenza(moduloun intero)dellasommadi duenumeriè la sommadelle
classidi congruenzadeidueinteri, segue° A � + ®�0¿±¬�r�Ûò1±&° A � + ®��40r�,° A � + ® V 0 +�z¾³J´ 
	0� �

Consideriamoadessounapermutazionequalunque® e sia » �ÁÀ ��l÷�� »g� la sua
decomposizioneciclica (attenzione! qui si prendonoanchei cicli di lunghezza� ):
vogliamoesprimerela suaparità in funzionedella decomposizione.La paritàdi un
ciclo »g� è + (x»g��(IÂ¬�D0 +Ïz�³µ´ 
)0 . Da questoe dallaProposizione2.20si deducechela
paritàdi ® è° A � + ®:0¶± �� �l÷�� + ( »g�4(FÂ=�F0¶±ÃÂ �� �l÷�� ( »g�4( Ä�Â �¿± +�� Â ��0 +�z¾³J´ 
	0�



Capitolo 3

Colorazionedi grafi

3.1 Alcune definizioni

Unacolorazionedi ungrafosemplice* èunafunzionee �¥-7+ *'0pf » daivertici del
grafoin un insiemeastratto» , talecheduevertici adiacentinonabbianomai lo stesso
valore: se ��A �CB � <Ò2 + *'0 allora e +.A 07�� e + B10 . Si usachiamarecolori gli elementidie +.-7+ *'040 .

Il numero cromatico di un grafo * , denotatocon

½ + *'0 , è la minima cardinalità
possibiledi un insiemedi colori utilizzati in unacolorazione:

½ + *50 �µz6¯®�� (Çe +_-7+ *50�0F( � e colorazionedi * � 
Proposizione3.1 Se É � * èunsottografodi * allora

½ + É'0ï¸ ½ + *50� (3.1)

Dimostrazione. La restrizioneai vertici di É di ogni colorazionedi * induceuna
colorazionedi É , ciò chevale in particolareper unacolorazioneQ con

½ + *'0 colori;
allora

½ + É50g¸ (6Q +_-/+ É50�0F(I¸�(�Q +.-7+ *'040D( � ½ + *'0 . �
Diciamo cheunaclique in un grafo * è un qualunquesottoinsieme

W ��-6+ *'0
tale cheper ogni 8:�39Û< W , 8,�� 9 si ha � 8:�39 � <¬2 + *50 , ovvero il sottografo* � W �
indottoda

W
in * ècompleto(cioè 2 + *'0gÊ �oÅ V ! ). Il numero di clique di ungrafo * ,

denotatoqui con Æ + *50 , è la massimacardinalitàpossibileperunacliquedi * :Æ + *'0 �>z6{�| Á ( W ( � W �>-/+ *50�� " W 
§# � 2 + *'0 v 
Osservazione.Il numerocromaticodel grafocompletosu � vertici

W X
è

½ + WYX 0 �>� .
DaquestoedallaProposizione3.1seguecheÆ + *50g¸ ½ + *'01

43
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Il grafo complementare di un dato grafo * � +_-6+ *'01�C2 + *'040 è il grafo Ç* �� -7+ Ç*50��C2 + Ç*50 ! con -7+ Ç*50 ��-6+ *'0 e2 + Ç*'0 � " -/+ *50
 # �Ñ2 + *'01
Si noti chegli archidi * e Ç* fornisconounabipartizionedi � O�QcSHUV ! .

Uno stabile (o coclique)in un grafo * èun sottoinsiemeÈ �q-7+ *'0 di vertici tale
cheperognicoppiadi suoielementi8Ó�� 9 sia � 8:�39 � �<a2 + *'0 , cioètalecheil sottogra-
fo indotto * � È � abbiatutti i suoivertici isolati. Il concettodi stabileè quindi "duale"
a quellodi clique: unacliquein un grafo * è unostabilenel grafocomplementare*
e viceversa. Il numero di stabilità di un grafo * , denotatocon É + *'0 è la massima
cardinalitàpossibileperunostabiledi * . Quindi vale:É + *50 � Æ + Ç*«01 (3.2)

Sia e �Ò-/+ *'0£f » una colorazione. Allora chiaramenteil sottoinsieme
monocromaticodi vertici e Õ � + E�0 ��� 8a< -6+ *'0 � e + 8�0 � E �
è unostabile,perogni colore E6<ë» . Viceversa,se È ��-/+ *'0 è unostabiledi * , È
puòesserecoloratoconununicocolore.

3.2 Grafi bipartiti

Un grafo * si dicebipartito seesisteunapartizionedei suoivertici -7+ *'0 ��- �:À - V
in duesottoinsiemidisgiuntitaleche� 8:�49 � <`2 + *50pºn8a< - ���397< - V oppure8a< - V �397< - ���
ovvero tra due vertici dello stessosottoinsieme- � non vi sonoarchi, per � � �	�C

(quindi - � e - V sonostabili). Questoconcettosi estendein modonaturalea quellodi
grafo � -partito.Vediamooraqualcheesempio.Un ciclo » suunnumeroparidi vertici
èbipartito: infatti se -/+ »50 �%� �I����� V ����r��� V  � e2 + »50 ���I� ���_�����c��� �5� � � �)������C
	�5Â=� � À � � V  ���I� �
allora - � � � ��( � Q èdispari� e - V � � ��( � Q èpari� dannouna bipartizionedei
vertici conle proprietàrichieste.In figuravediamoun ciclo su

�
vertici in cui i vertici

cerchiatisono“bianchi”, gli altri sono“neri”.Ê Ê ÊÊÊÊÊ Ê »ª�
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Un altroesempioèil grafobipartitocompletosu � �7N vertici denotatocon
WYX � ; dove� �4N sonointeri positivi: sia - � un qualsiasiinsiemecon � elementi, - V un insieme

disgiuntoda - � con N elementi,allora -7+ WYX � ; 0 �¬- �rÀ - V e2 + WYX � ; 0 �%�I� �¥�C��� V ��� �I�§< - ����� V < - V � WY] � �
Osservazione.Abbiamovisto chese e è unacolorazionedi un grafo * allorale con-
troimmaginideicolori definisconounapartizionedi -/+ *50 in stabili. Quindipossiamo
dire che * èbipartitosee solose

½ + *50§¸>
 .
Un ultimo esempio.Chiamiamoipercubodi dimensione� il grafo ^ X i cui vertici

sonoi sottoinsiemidi un insiemead � elementi,i.e. -/+ ^ X 0 � 
µË XmÌ e duesottoinsiemi
sonoadiacentisedifferisconoperun elemento:� �5� �Y� <`2 + ^ X 0$h � �µ� e ( � �ï�6( � � oppure �&� � e ( �¹� � ( � �)
Puòesserecomodoidentificare,comegià visto, i sottoinsiemidi

� ��� con le stringhe
binariedi lunghezza� dei rispettivi vettoricaratteristici(èquestionedi “gusti”!). Così-7+ ^ X 0 ����y ��� � X �2 + ^ X 0 �sÍ � 8 �39 �'� 8 �39 < ��y ��� � X � X� �l÷�� ( 8H��Â¾9��4( � �
Î¿

^7�y � ^ Vy	y � y
y � �	�

^ �y	y)y � y	yy � y �	� y
y	y � � y �y �	� �)�	�

Proposizione3.2
½ + ^ X 0 � 
� (3.3)
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Dimostrazione.Consideriamola seguentepartizionedi -/+ ^ X 0 :Ï � Í 8 < -7+ ^ X 0 � X� �l÷�� 8H�Ð± y +Ïz�³µ´ 
	0 Î �
Î � Í 8 < -/+ ^ X 0 � X� �l÷�� 8H�D±,� +�z¾³J´ 
	0 Î �

nellestringheconunnumeropario conunnumerodisparidi bit ugualiad � . Percome
è definito l’insiemedegli archi,è immediatoverificareche

Ï
e Î sonoduestabili di^ X , perciò

½ + ^ X 0 � 
 . �
Vediamoorala seguentecaratterizzazionedi ungrafobipartito.

Proposizione3.3 Per ungrafoconnesso* � +.-7+ *'01�32 + *'040 le seguentiaffermazioni
sonoequivalenti:

1. * èbipartito;

2. * noncontienecicli di lunghezzadispari:

Dimostrazione. (1. º 2.) Sia » � +.-/+ »'01�32 + »'040 con -6+ »'0 ��� �¥�1�)� V �������� V  ��� � e2 + »50 ���I� ���_�����c��� ��� � � �)������C
	� � À � � V  �������I� �
unciclo di lunghezzadisparidi * . Supponiamoche �I�ï< - � : alloranecessariamentesi
deveavere �ì� < - � se � èdisparimentre�ì� < - V se � èpari: dunquel’arco � � V  �������I� �
avrebbeentrambigli estremiin - � , assurdo.
Dimostrazione. ( 2. º 1.) Sia Ö unalberodi coperturadi * efissiamounqualunque
vertice ��þí< -6+ *'0 ; si definisca- � ��� 8�< - � G)î + 8:����þ10¶±,� +�z¾³µ´ 
)0 �
l’insiemedeivertici adistanzadispari(in Ö ) da ��þ ,- V ��� 8�< - � G)î + 8:����þ10¶± y +�z¾³µ´ 
)0 �
l’insiemedei vertici a distanzapari da ��þ . Sia e �R-7+ *'0ùf ��y ��� � taleche e + 8�0 � �
se 8@< - � , e + 8�0 � y se 8,< - V . Tale e è unacolorazionepropriadi Ö ; vediamo
inoltreche e èunacolorazioneancherispettoa * : se 2 + Öí0 � 2 + *'0 , nonc’è nullada
dimostrare,altrimenti sia ; �v� 8:�39 � <ë2 + *'0¡�k2 + Öí0 . Supponiamoperassurdoche
entrambii vertici abbianolo stessocolore � �ÿy : allora il cammino E in Ö da ��þ a 8
e il cammino E j in Ö da 9 a ��þ sonoentrambientrambidi lunghezzapari, e l’arco ;
chiuderebbeunciclo di * di lunghezzadispari(analogamente,se � � � ). �
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3.3 Numero cromatico,numero di stabilità, grado

Vediamocherelazioneesistetranumerocromaticoenumerodi stabilità.

Proposizione3.4 ( -/+ *'0F(¥¸ ½ + *'0 + É + *50
Dimostrazione. Consideriamounacolorazioneminimale e �$-/+ *'05f » , cioè tale
che (x»�( � ½ + *50 . In particolare,e è suriettiva. Percomoditàpossiamoidentificare»
conl’insieme � �	�C
�����R� ½ + *'0 � . Raggruppiamoi vertici percolore:-6+ *'0 �ÒÑ QTSHU��l÷�� e Õ � + � 01
Avendogià osservatocheogni sottoinsiememonocromaticodi colori è unostabilee
poiché (�Èí(I¸_É + *'0 perogni stabile È di * , si ha:( -/+ *'0F( �ÒÑ QTSHU� �l÷�� (Çe Õ � + �P0D(�¸ Ñ QcSHU� �l÷�� É + *'0 �

½ + *'0 + É + *50� �
Proposizione3.5 Siano - ��� - V unapartizionedei vertici -/+ *'0 di * . Indichiamocon*k� il sottografo indottoin * da - � , per � � �	��
 . Allora

½ + *'0g¸ ½ + *��40r� ½ + * V 01 (3.4)

Dimostrazione. Siano eI� �d- ��f »ù� e e V �d- V f » V duecolorazioniottimali, cioè(x»g��( � ½ + *k�Ï0 , � � �	��
 , e tali che »ù�ro » V �¬Z . Allora la funzionee ��-6+ *'0êf »ù�rÀ¤» V
definitada e + ��0 � eD� + ��0 se �¤< - � per � � �	��
 è unacolorazionedi * poichéqualora� �I����� V � <�2 + *50 con �F�6< - � , abbiamo e + �¥�40 � eI� + �¥��0 , e V + � V 0 � e + � V 0 e quindie + �¥��0k�� e + � V 0 dacui:

½ + *50g¸�(Çe +_-Y+ *'040F( � (x»ù�D(ì��(x» V ( � ½ + *Ü��0r� ½ + * V 0 . �
Vediamoora unaprima limitazioneper il numerocromaticodi un grafo tramite

il suo grado. Dato un qualunquesottoinsiemeÈ di vertici di * , con un abuso di
linguaggio,indicheremodi seguito con *µ��È il sottografoindottoda -7+ *50:��È in * ,
ovvero * � -6+ *'0r��È � . Valeil seguente:

Lemma 3.6 Se È èunostabilemassimaledi * alloraG + *=�2È�0gÝÒG + *50�
Dimostrazione. Se È è massimale,allora per ogni 8 �<ÓÈ esiste 9 <ÓÈ tale che� 8:�39 � <a2 + *'0 .
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9È *=�2È *8
Ma allora G S
ÔoÕ + 8�0§ÝÒG S + 8�0 perogni 8 (vedi figura).

�
Proposizione3.7

½ + *50g¸>G + *'0��µ�	 (3.5)

Dimostrazione. L’idea è di costruireunacolorazione"miope" del grafo, colorando
primaunostabilemassimale,e colorandoricorsivamenteciò cheresta.La dimostra-
zioneprocedequindiperinduzionesul gradodel grafo.
Se G + *'0 ��y , allora * è totalmentesconnesso,e un coloreè sufficientepercolorarlo,
quindi

½ + *'0 � � � G + *'0��>� .
Supponiamoorache G + *50gÐ y . Sia È�� unostabilemassimalein * . Allora peril Lem-
ma3.6 si ha G + *��8È��405Ý,G + *50 , o equivalentementeG + *q�§È���0¡��� ¸�G + *50 . Si può
applicareadessol’induzioneal grafo *=�2È�� , e ricordandola Proposizione3.5si ha

½ + *'0�¸ ½ + È���0:� ½ + *=��È���0
( È�� èunostabile) � �×� ½ + *=�2È���0

(induzionesu *=�2È�� , di gradopiù basso) ¸ �×�ÛG + *=�2È���0r�µ�'¸µG + *'0��µ�	 �
Abbiamodettoche Æ + *50g¸ ½ + *50 , econla limitazioneprecedentesi puòdire cheÆ + *'0g¸ ½ + *50g¸>G + *'0��µ�	
BruceReedin [12] congetturache

½ + *50g¸×Ö Æ + *'0��ÛG + *'0r�>�
 Ø 
Citiamoinfinedueesempiin cui valel’uguaglianzanellarelazione(3.5). Il primo è il
grafocompleto,peril qualeabbiamogià vistoche

½ + WYX 0 �¬�¤�,+�� Â=�D0r�>� � G + W X 0r�µ�	
Il secondoesempioè il ciclo suunnumerodisparidi elementi* � » V  ��� . In unciclo» tutti i vertici hannogradodue,quindi G + »'0 � 
 .Ù Ù ÙÙÙÙÙ Ù »ª� Ú ÚÚÚÚ

»ª�
Peròun ciclo pari hanumerocromatico
 , mentrein un ciclo disparisi habisognodi
almeno\ colori. Quindi

½ + » V  ����0 �q\«� G + » V  ����0r�¬� .
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3.4 Il Teoremadi Brooks

Il Teoremachesegueè dovuto a R.L.Brooks,chenescrissela dimostrazionequando
eralaureandopressola CambridgeUniversity, nel1941.Vedremoche,sottoopportune
ipotesi,la limitazioneperil numerocromaticodimostratoin (3.5)nonèstretta,ovvero
chein generaleil numerocromaticoraggiungeal massimoil gradodel grafo,e chele
soleeccezionisonoi duegrafidell’esempionellasezioneprecedente.

Teorema3.8 Sia * un grafo taleche

1. Il grado G � G + *50 del grafoèstrettamentesuperiorea due;

2. il grafononcontieneun sottografocompletosu G �µ� vertici.

Allora

½ + *'0ï¸µG + *50�
Dimostrazione.La dimostrazionedi questoteoremaprocedeperassurdo.Osserviamo
chenegarela tesi

½ + *50 ¸ÿG + *50 vuol dire affermareche

½ + *50 Ð�G + *'0 ma datoche
valeanchela (3.5),ciò equivaleascrivere

½ + *50 � G + *50��µ� .
Supponiamoalloracheesistaalmenoungrafo * cheverificatutteleseguentiproprietà:

1. G + *'0gÐµ

2.
W £ QTSHU ���ÜÛµ*

3.

½ + *'0 � G + *'0r�>�
Seesisteun talegrafo,alloraneesisteunominimale: ciò significachetalegrafopur
soddisfacendole condizioniprecedenti,noncontienenessunsottografopropriamente
indottochesoddisfaa suavolta le condizioni1. 2. e3.
Andremooraattraversounaseriedi affermazioni,valideperognigrafo * cheverifichi
le condizioni1. 2. e 3. e chesia minimalerispettoa questaproprietà:si arriveràdi
volta in voltaadellecontraddizioni,o conle affermazionidimostratein precedenza,o
conle ipotesidel teorema.

Affermazione 1. Perogni 8a< -7+ *'0 si ha
½ + *=�§8�0ïÝ ½ + *50� (3.6)

Verifica. Qui per brevità * ��8 denotail sottografodi * indotto dal sottoinsieme-/+ *50r� � 8 � . Si presentanoduecasi:J G + *Ò�ï8�0§ÝÒG + *50 : alloraperla (3.5)si ha
½ + *=�§8�0§¸µG + *=�§8�0r�>�«ÝÒG + *'0r�>� � ½ + *50�



50 CAPITOLO 3. COLORAZIONEDI GRAFIJ G + *Ò�ï8�0 � G + *50 : seperassurdononfosseverala (3.6),sarebbe
½ + *=�§8�0 � ½ + *50 � G + *50R�>� � G + *=�§8�0r�>� �

maquestaèprecisamentela condizione3. sulgrafo * �p8 , il qualenaturalmente
verificaanchele 1. e2.,e questocontraddicela minimalitàdi * . Ý

Fissiamod’ora in poi un vertice 8Ó< -7+ *50 di gradomassimoG S + 8�0 � G + *50 � G .
Vogliamomostrarechel’insiemedi Gk�¬� vertici costituitodatale 8 e dal suointorno
inducein * un completo

W £���� , contro l’ipotesi 2. Perfarlo, dovremomostrareche
comunquepresiduevertici � �39�<`w S + 8�0 , allora ��� �39 � èunarcodi * (ciò chevedremo
nell’Af fermazione6.): ogni affermazioneche segue, è un passoulteriore in questa
direzione.Perl’Af fermazione1. si ha

½ + *Y��8�0§Ý ½ + *50 : seprendiamounacolorazionee ottimale per *,��8 , allora possiamoestenderlaa unacolorazioneottimale per *
colorandoil vertice 8 conun nuovo colore: quindi 8 saràil soloverticein * del suo
colore. Inoltre per la 3.

½ + *q�ù8�0 � G . Persemplicitàpossiamosupporreche
� G � sia

l’insiemedeicolori, cioè e � *=�ï8�f � G � , e e + 8�0 � Gí�>� .
D’ora in poi, tutte le eventualimodifichesulle colorazionimanterrannole proprietà
che:J 8 è l’unico verticedel suocolore;J la colorazioneè ottimale.

Chiameremounatalecolorazione8 –ottimale.

Affermazione 2. Nell’intorno di 8 tutti i G colori dellacolorazionee su *��í8 sono
presenti.
Verifica. Secosìnonfosse,si avrebbe (Çe + *Ò�§8�0F(�ÝÒG .

w S + 8�0
}

} ç } é } å� V £
Sia allora E�< � G � il colorechemancanell’intorno di 8 e si costruiscae j �d-/+ *50�f� G �>� � tramite e j + 9t0 � Á E se 9 � 8e + 9¶0 se 9`�� 8
Tale e j èunanuovacolorazione,poichéEÜ�� e + 8�0 , mahamenodi Gd�i� � ½ + *50 colori,
impossibile.

Ý
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L’Af fermazione2. ci dicechenell’insiemew S + 8�0�À � 8 � vi sonoGH�6� colori. Questa
condizioneè necessaria,manonsufficienteaffinchétaleinsiemeinducaun completo.
Continuiamoin questadirezione.Mostreremooracheduediversivertici nell’intorno
di 8 sonoconnessiin *a� � 8 � (in particolare,si puòtrovareuncamminobicoloratoche
li connette).Sia w S + 8�0 ��� 8��1�������8�£ � . Possiamoidentificareognicoloreconl’indice
del verticedi w S + 8�0 sucui il coloreèpresente,i.e. e + 8H�Ï0 � � perogni � � �	������CG .
Affermazione 3. Per �«��q� sia ^��Ç� il grafo indotto in * dai vertici coloraticon � e � .
Allora 8H� e 8�� sononellastessacomponenteconnessadi ^Ü�x� .
Verifica. Supponiamoper assurdoche 8H� e 8�� non sianonella stessacomponente
connessadi ^Ü�x� , esia ^ la componenteconnessadi 8H� in ^��Ç� .

^ } ú0 s Q } ú U ÷ï� } }p�0 s Q }p� U ÷ï�
Si costruiscaunanuovacolorazionee j su * talechee j + 9¶0 � ÄÅ Æ � se 96<`^ e e + 9¶0 �ë�� se 96<`^ e e + 9¶0 � �e + 9t0 se 9��� ^
ovvero si scambinoi colori � e � ma solo in ^ . Questoscambiodà luogo a una
colorazione8 –ottimale.Rispettoad e j perònell’intorno di 8 oranonappaionotutti i
colori, poiché e j + 8H�ô0 �Û�Ü� e + 8��10 � e j + 8��ì01�
questocontraddicel’Af fermazione2, portandoall’assurdo.

Ý
Affermazione 4. Sia »g�x� la componenteconnessadi ^��Ç� checontiene8H� e 8�� . Allora»g�Ç� èunacamminosemplice.
Verifica. Parlandointuitivamente:proveremoche,tentandodi raggiungere8�� da 8H� in»g�Ç� lungouncamminosemplice,arrivati in unverticenondovremomai fareunascelta
sucomeproseguire,e cioè nonarriveremomai a una“biforcazione”, il cheequivale
all’Af fermazione.Perprimacosa,dimostriamocheil vertice 8H� hagrado � in »g�x� .

»g�Ç�
}

} ú }p�� �� �
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Osserviamoche G S + 8H��0ù¸�G e daquestosegueche (xw S + 8H��0:À � 8H� � (t¸�Gk�¬� �
½ + *'0 .

Affinchéil numerodi colori presentiin w S + 8H��0:À � 8H� � siaproprioil numeromassimoG �µ� , i suoivertici dovrebberoavereognunoun colorediverso.Seci fosseunabifor-
cazionenel punto 8H� in »g�Ç� , ci sarebberoalmenoduevertici 9�� � <>w S + 8H�Ï0 di colore� : siaallora E il coloremancante.Potremmocosìdefinireunanuova colorazionee j ,
checoincidecon e salvo su 8H� , ponendoe j + 8H�ô0 � E (si verifichi chein effetti tale e j è
unacolorazione).La colorazionee�j cosìottenutaè 8 –ottimale. In questomodoperò
in w S + 8�0 il colore � nonapparepiù, equestocontraddicel’Af fermazione2.
Dimostriamooracheognialtroverticein -/+ »g�Ç�10)� � 8H�P�48�� � hagrado
 in »g�Ç� . Poniamo� � �u� 8H� esia � V l’unico verticedi »g�Ç� adiacentea 8H� . Se � V � 8�� , nonc’è più nulla da
dimostrare.Se G $ ú � +�� V 0 � 
 , sia � � �T� w $ ú � +�� V 0¥� ��� V � . Costruiamoinduttivamenteuna
successione� �1� � V ����r� � � di vertici di »g�Ç� con w $ ú � +.� �Ï0 �%��� � Õ � � per � � 
�������4�dÂÒ� ,
e sia � il minimo intero taleche G $ ú � +.� �.0«Ð 
 . Poniamo9 �u��� � e sia � il suocolore,
ove ��< � �4� �¶� .

»g�Ç� È
}

} ú Ø }p�� �    
Allora ci sonoalmenotre vertici distinti coloraticol colore"complementare"� (dove� ��� � ��� � �4� �H� ); sia È l’insiemeformatodaquestitre vertici e da 9 (quindi (6È ( � [ ).
Comeprima, (xw S + 9t0¡À � 9 � (¡¸£G��@� ; i colori a disposizioneper colorare + w S + 9¶0pÀ� 9 � 0×�ÞÈ sono + GY���D0ÑÂ \ë� G�Â�
 (sonotutti i colori menoi tre colori ��� � e il
coloredi 8 ), mentre ( + w S + 9t0�À � 9 � 0R�=Èí(¥¸µG�Â \ : mancadunquealmenoun colorein+ w S + 9¶0RÀ � 9 � 0R��È , siaessoE . A questopuntopotremmoricolorareil grafo,ponendoe j +.� 0 �&Á E se �5� 9e +.� 0 se � �� 9
Tale e j è ancorauna colorazione 8 –ottimale ma, dato che E��< � ��� �¶� , avremmo
sconnesso8H� e 8�� nel sottografoindotto dai vertici colorati da e�j con � e � : questo
contraddicel’Af fermazione3.

Ý
Affermazione 5. Dati ��� � ��� distinti si ha-6+ »g�Ç�ì0ro -7+ »p�  0 �%� 8�� � �
ovvero i camminisemplici »g�Ç� e »p�  non possonoaverevertici in comune“interni”
(nonestremi).
Verifica. Senonfossecosì,alloraesisterebbeun altro vertice 9a�� 8�� con96< -7+ »g�Ç�10ro -/+ »p�  01
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È
}

} ú y
}p� } X� �  � � � 

 
Necessariamenteil coloredi taleverticeè � . Essohadueadiacentisul cammino»g�Ç� e
dueadiacentisul cammino»p�  . Denotiamocon È l’insiemeformatodaquestiquattro
vertici eda 9 , dunque(�Èí( � ± dacui( + w S + 9t0�À � 9 � 0��2È (¥¸ + G �µ�F0$Â ± � G'Â [ �
I colori presentisu È sono\ , precisamente� �4� � ��� � : il numerodi colori adisposizione
è pertantoG�Â \ , ovvero G��q� cui si deve sottrarreil numerodi colori di È più � per
il coloreattribuito ad 8 . Ragionandoesattamentecomeprima,c’è uncolorechenonè
statoutilizzatoin + w S + 9¶0�À � 9 � 0��¶È col qualesi puòricolorareil vertice 9 : pertaleco-
lorazionevalgonotuttele proprietàprecedenti,essendoessa8 –ottimale,main questa
nuova colorazione8H� e 8�� sonosconnessiin ^��Ç� arrivandoadunacontraddizionecon
l’Af fermazione3.

Ý
Affermazione 6. Il camminosemplice»g�Ç� halunghezza� , ovvero »g�Ç� hacomeunico
arco � 8H�P�48�� � .
Verifica. Siaperassurdo9¾�� 8�� il verticeadiacentea 8H� in »g�Ç� . Utilizziamo a questo
punto l’ipotesi 1. del Teorema,ovvero G S + 8�0 � G + *50/· \ : esisteun vertice 8  <w S + 8�0 diversoda 8H� e 8�� .

»g�x� »p�  
»g�  88H�

8��
8  9

Definiamounanuovacolorazionedel grafoscambiandoi colori � e � soloin »g�  :¹e +.� 0 � ÄÅ Æ � se � <`»g�  e e +.� 0 � �� se � <`»g�  e e +.� 0 � �e +�� 0 se � �<`»g�  
La colorazione

¹e è ancora8 –ottimale,quindi per essavalgonotutte le Affermazio-
ni precedenti.Sia

¹»g�Ç� (risp.
¹»p�  ) la nuova componenteconnessacontenente

¹8H� � ¹8��
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(rispettivamente
¹8��F� ¹8  ) nel sottografodi * indottodai vertici coloraticon ��� � (rispet-

tivamente� ��� ) nella colorazione
¹e . Il vertice 9 appartienea

¹»p�  perchéha colore �
ed è connessoal vertice

¹8  cheè coloratoda
¹e con � . Inoltre 9q< ¹»g�Ç� perchésul

cammino
¹»g�Ç� i colori nonsonostati toccati:ciò dipendedal fatto,mostratosopra,che»g�Ç�êoa»g�  ��� 8H� � . Dunque9�< ¹»g�Ç�êo ¹»p�  , dovesi è assunto9¾�� 8�� : poiché 8�� � ¹8�� ,

questocontraddicela precedenteAffermazione5.

Ý
Ricapitolando:nell’ipotesiperassurdoche

½ + *50«Ð@G + *50 abbiamo(faticosamen-
te!) mostratoche,comunquepresiduevertici dell’intorno di un vertice 8 di grado
massimo,questisonoconnessidaun arcodi * , quindi il sottoinsiemedi Gk�µ� verticiw S + 8�0:À � 8 � induceuncompletoin * , equestocontraddicel’ipotesi 2.

�
3.5 Il Teoremadi Erd ős

Il teoremadi Erdős è giustamentefamosoper il metodousatodall’autorenella sua
dimostrazione.Erdősci favederel’esistenzadi graficonnumerodi cliqueenumerodi
stabilitàesponenzialmentepiù piccoli delnumerodeivertici, senzaperquestoesibirne
alcuno. Il suometodo,originariamentedescrittoin termini di probabilità,si chiama
metodoprobabilistico. In realtà,nella suaversionedi base,utilizzatanella presente
dimostrazione,il metodosi accontentadelconteggiodi tutti i graficonundeterminato
numerodi vertici (qui si sceglierà 
  �ß V ), per poterconcluderecheil numerodi quei
grafi con la fissatacardinalitàdi vertici che non hannola proprietàrichiestaforma
unaminoranzarispettoal numerocomplessivo di grafi in questione.Questobanale
principio si applicain questadimostrazionein un modoleggermentepiù complicato,
in quantosi calcolail numerodi grafi etichettati dagli elementidi un dato insieme,
e si mostratramite un conteggio elementareche i grafi etichettati"non desiderati"
rappresentanounaminoranzarispettoal numerototaledi grafietichettatiin questione.

Vedremopoi di provare, in modoimplicito e non costruttivo, l’esistenzadi grafi
connumerocromatico

½ + *50 enumerodi clique Æ + *50 arbitrariamentedistanti.(Finora
abbiamovisto solochela disuguaglianza

½ + *'0gÐ&Æ + *50
èpossibile,manient’altro.)

Teorema3.9 Se ��· [ allora esisteungrafo * con( -7+ *50D(¥·>
 X é
e talechevalganoentrambele condizioniseguenti:É + *'0gÝµ� e Æ + *'0gÝµ��
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Dimostrazione.Poniamo�¤� 
 X é . Denotiamoconà X �u��� * �¥-/+ *50 � � ���.�
la famigliadi tutti i grafi etichettatisu � vertici. Osserviamoche( à X ( � 
 + [ é 0 
Infatti due grafi etichettati * e * j sullo stessoinsiemedi vertici

� ��� sono distinti
se 2 + *50ë�� 2 + * j 0 ; essendo2 + *50 � � Ë X�ÌV ! , allora il numerodi grafi distinti è pa-

ri alla cardinalitàdell’insiemedelle parti di un insiemecon � X V ! elementi,cioè 
 + [ é 0 .
Consideriamoanchei seguentisottoinsiemidi

à X
:á X �u��� * � *,< à X ��É + *'0×·¬� � (3.7)â X �T�%� * � * < à X �lÆ + *'0×·¬� � (3.8)

Affermiamoche
á X

e
â X

nonesaurisconotutti i grafietichettatisu
� ��� , i.e.à X � + á X À â X 0k��qZ 

Lo dimostreremoprovandoche ( á X À â X (¥Ýµ
 + [ é 0 . Notiamoche( á X ( � ( â X ( �
l’applicazione*`xf * cheassociaadungrafoetichettatoil grafoadessocomplemen-
tare,è unabiiezionedi

á X
in
â X

(poiché * � * ). Quindi, ricordandocheper ogni
insieme� e � vale ( �¹À � (¥¸�( �Y(1��( � ( si ha:( á X À â X (¥¸ ( á X (ì��( â X ( � 
�( â X (u (3.9)

Calcoliamoora ( â X ( . Perogni fissato
W < � Ë X�Ì :! raggruppiamotutti i grafi etichettati

su
� ��� in cui il sottografoindottodal sottoinsiemedi vertici

W
ècompleto:â X + W 0 �&Á * � *,< à X �)( 2 + * � W � 0D( � " � 
I# v�

Oravale ( â X + W 0D( � 
 + [ é 0 Õ + X é 0 �
datochegli archi sul sottoinsieme

W
sonotutti i possibili �  V ! sottoinsiemi � ��� �¶� <�oÅ V ! , eperciòla sceltadegli archiperungrafoin

â X + W 0 si devefaresolotrai rimanenti� X V ! Â%�  V ! archipossibili.Datochese * < â X allora Æ + *'0×·¬� possiamoscrivere:â X � �Å ~ + j [pkX 0 â X + W 0�
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Quindi (si noti chel’unionenonènecessariamentedisgiunta):( â X (¥¸ �
Å ~ + j [pkX 0 ( â X + W 0D( � " � � # 
 + [ é 0 Õ + X é 0  (3.10)

Oraosserviamoche ��KHÐµ
  (masolose �/· [ ...) equindi��#K Ý �
  
dacui: " � �H# � �¡+�� ÂÒ�F0R�� +�� Â + ��ÂÒ�F040��K Ý �  ��K Ý �  
   (3.11)

Ricordandoche �>� 
 X é , si concludeche � X  1! Ý£
 Q X é Õ � U  . Infine poiché +  V Â��F04�ëÝ�  V ! Â=� se ��Ð=
 , possiamodedurre" � � # Ýµ
 + X é 0 Õ �  (3.12)

Mettendoinsieme(3.9),(3.10)e (3.12):( á X À â X (¥¸>
 + " � �Ã# 
 + [ é 0 Õ + X é 0 Ý=
 + 
 + X é 0 Õ � 
 + [ é 0 Õ + X é 0 � 
 + [ é 0 � (3.13)

implicandoche ( á X À â X (¥Ýµ
 + [ é 0 . �
Applicandoal grafodel Teoremadi Erdősla disuguaglianza½ + *50§· ( -6+ *'0F(É + *50

della Proposizione3.4 e ricordandoche il numerodi vertici di tale * è almeno 
 X é
mentreÉ + *'0gÝ=� , vediamocheil numerocromaticodi * soddisfa la disuguaglianza½ + *'0ïÐ 
  �ß V�
mentresecondoil teoremaÆ + *'07Ýv� . Questedisuguaglianzeci mostranonon solo
che

½ + *'0ùÂSÆ + *'0 può esserearbitrariamentegrande,ma addiritturache il numero
cromaticopuòessereesponenzialmentepiù grandedel numerodi clique.



Capitolo 4

Combinatoria estremale

4.1 Grafi

La combinatoriaestremalesi occupadelle strutturecombinatorie(grafi, famiglie di
sottoinsiemidi un insieme)dal puntodi vista dei rapportiall’estremotra alcuni dei
loro parametricaratteristici.Comesempre,anchein questocaso,si puòcapiremeglio
di checosasi trattafacendounesempio.
Si intuiscesubito che dev’esserciuna relazionetra il numerodi archi e il numero
cromaticodi un grafo. Seun grafo non ha nessunarco, il suonumerocromaticoè
pari a 1. D’altra parte,seun grafo ha un arcotra ogni coppiadei suoi vertici (grafo
completo),allora il suonumerocromaticoè pari al suonumerodi vertici. Anchese
non è vero chepiù un grafo ha archi, più il suonumerocromaticoè grande,con un
po’ più di attenzionesi puòformulareunaaffermazionecorrettadi questogenere.Per
questomotivo noi mettiamoa confrontosolografi conlo stessonumerodi vertici. Ci
chiediamoqual è il massimonumerodi archi cheun grafo su � vertici può averese
il suonumerocromaticoè strettamenteinferiorea � . Se � � 
 , la rispostaè banalee
l’abbiamogià data.Per � ��\ e oltre si deve lavorareun po’ perdarela risposta.Se
denotiamoquestomassimonumerodi archicon ã  +Ï� 0�� allorasi puòmostrarecheã  +Ï� 0§·�ã  Õ � +�� 0
edèin questosensoche"più ungrafohaarchi,più il suonumerocromaticoègrande."

La combinatoriaestremale,nella suaforma autentica,non si limita peròa deter-
minaretutti i possibilirapportitradiversiparametricaratteristicidi unastrutturacom-
binatoria(in questocasonumerodi archie numerocromaticodi grafi conun numero
fissatodi vertici), macercaanchedi costruiretuttele configurazioniin cui si realizza-
no i rapportiall’estremotra i parametriin questione.Spessounatalestrutturaè unica
e rappresentauna"gestioneeconomica"di una"risorsa". (Comepossiamocollegare,
con il massimonumerodi archi possibile,le coppiedi vertici in un grafo senon lo
possiamocolorareconpiù di duecolori? Anchein questocasosi puòverificare,pu-
re senoi non lo faremo,chei grafi chehannoil massimonumeropossibiledi archi

57
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per � vertici e numerocromaticodue,sonotutti isomorfi.) Molte struttureesistenti
nellanaturasonorealizzazionidi unatalegestioneeconomicadi qualcherisorsa.L’e-
sempiopiù in vista di questofenomenoè la sfera. Si può dimostrare(ma questoè
già geometria,e nonfa partedi questocorso),chetra tutti i solidi tridimensionaliche
hannolo stessovolume,la sferahala superficiepiù piccola.Eccoperchéi cactusnel
desertohannospessounaformasferica:in questomodosi minimizzal’evaporazione
dell’acqua,risorsapreziosaperunapiantanel deserto.

Osservazione.Non difficile mostrareche ã � +�� 0ù¸ X é] . Infatti un grafo * su � vertici
bicolorabileè un sottografodel bipartito completo

W } � X�Õ } con �¿Ýÿ8�Ý � , dunque(x2 + *'0F(k¸ 8 +�� Âq8�0 : al variaredi 8�< � �	� � Â � � oRä , il polinomio 8 +�� Âq8�0 ha
valoremassimoin 8 � X V se � è pari, in 8 � å X VFæ se � è dispari: in entrambii casi(x2 + *'0F(¥¸ X é] 

Ricordandola caratterizzazionedei grafi bipartiti dellaProposizione3.3, ã � +�� 0 è
il massimonumerodi archi in un grafocon � vertici e senzacicli dispari.Denotiamo
oracon Ö � +�� 0 il massimonumerodi archi in un grafocon � vertici chenoncontiene
triangoli (ma chepuò contenerecicli disparipiù lunghi): vedremoora cheil nuovo
vincolo,più debole,nonpermetteun maggiornumerodi archi.

Teorema4.1(Mantel-Turán) Siaà X ��� * � ( -/+ *50D( �>� � W�� Û¬* �
la famigliadei grafi su � vertici chenoncontengonotriangoli: alloraÖ � +�� 0 �µz7{�|�� ( 2 + *'0F( � * < à X � ¸ � V[¤
Dimostrazione. Se ��A �CB � <%2 + *50 allora nessunaltro verticepuò essereadiacente
contemporaneamentead A ea B , i.e. w +.A 0�oïw + B10 �qZ , in quantosefosseE <aw +�A 0�oïw + B10
l’insieme ��A �CBD�CE � indurrebbeuncompleto

W¾�
in * .

A B
E

Questoimplica cheperogni ��A �CB � <`2 + *50 si ha:(xw +�A 0D(ì��( w + B10F( � ( w +�A 0�À�w + B10F(�¸ ( -7+ *'0F( �>�
ovvero G S +.A 0:�ÛG S + Bì0§¸ � perogni ��A �3B � <i2 + *50�
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Sommandola precedentedisequazionesututti gli archidel grafosi ottiene�ç�è � é�ê ~�� QcSHU � G S +�A 0r�¹G S + B10 � ¸ � (x2 + *50D( (4.1)

Si noti chenellasommatoriaprecedenteil termineG S +�A 0 comparein abbinamentocon
tutti i vertici B adiacentiad A , perun totaledi G S +.A 0 volteequindi�ç�è � é�ê ~�� QcSHU + G S +.A 0r�¹G S + B1040 �

�}�~ ORQcSHU G S + 8�0 V (4.2)

Facciamounabreve digressione.Ricordiamocheunafunzione e � ¨ f ¨ si dice
convessaseper ogni y ¸ � ¸©� e per ogni 8��1�48 V nel dominio di definizionedella
funzione e si ha: ��e + 8��40r� + �ÔÂ¾��0�e + 8 V 0§·>e + �P8��:� + �ïÂ ��0P8 V 0 (4.3)

ovvero il segmentodi estremi + 8��1��e + 8���040 e + 8 V �Ce + 8 V 0�0 si trova al di sopradell’arco
dellacurva 9 � e + 8�0 aventegli stessiestremi.

9 � e + 8�0

8�� 8 V

9¥� 9 V

Perunafunzioneconvessavale la disuguaglianzadi Jensen,chegeneralizzala (4.3):
comunquepresi � valori 8��1�������8  nel dominiodi definizionedella e e � scalarinon
negativi Ép�1�������É  tali che ë  �c÷�� Ér� � � si ha � �l÷�� É:�ôe + 8H�ô0ï·>e +  � �l÷�� Ér�Í8H��0� (4.4)

Il valore ë  �c÷�� Ér�Í8H� si chiamacombinazioneconvessadegli 8H� . Nel nostrocasola
funzioneconvessain questioneè l’elevamentoaquadrato;in particolareseprendiamo� � ( -7+ *'0F( �>� e Ér� � �X per � � �	������ � , usandola (4.4) in (4.2)possiamoscrivere�}�~ ORQcSHU + G S + 8�040 V � �� �}�~ ORQcSHU + G S + 8�0�0 V · � Â ë }�~ OrQTSHU G S + 8�0� Ä V �
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a questopuntosostituendoqui sopraë }�~ OrQTSHU G S + 8�0 � 
�(x2 + *'0F( e ricordandola (4.1)
e la (4.2)si ottieneche� (x2 + *'0F(¥· �}�~ OrQTSHU + G S + 8�0�0 V · � " 
�( 2 + *'0F(� # V
dacui � · [ (x2 + *50D(�
edinfine ( 2 + *50D(¥¸ � V[  �
Il Teoremadi Mantel–Turánnellaformaqui presentataci diceche Ö � +�� 0§¸ X é] . Osser-
viamochese � èpari allora Ö � +�� 0 � X é] , poichéun grafosuun numeropari di vertici,
conunabipartizionedei vertici in dueinsiemistabili con

X V vertici in ciascunodi essi
e cheabbiatutti gli archi tra vertici di classidiverse,ha esattamentequestonumero
di archi. Se � è dispari,questacostruzionenon esiste.Anchein questocasosi può
determinareÖ � +�� 0 . Il “vero” Teoremadi Mantel–TurándicecheÖ � +�� 0 �¸ì � 
cíïî � 
cð 
4.2 Famiglie di insiemi ovvero ipergrafi

Sia
*

unafamigliadi sottoinsiemidi
� ��� . Diremoche

*
èunafamiglia di Sperner se

comunquepresiduesottoinsiemidistinti dellafamiglia,essinonsi contengono,ovvero� 26�C2 j � < " * 
¡# º 2ñÛµ2 j 
La strutturacombinatoriadefinita,in analogiaconi grafi,tramiteuninsiemedi base-
e unafamiglia

*
dei suoisottoinsiemi,spessosi chiamaipergrafo. Difatti, mentreun

ipergrafosi definiscecomeunacoppia +.- � * 0 con
* � 
 O , un grafosempliceè defi-

nito comeunacoppia +_- � * 0 con
* � � O V ! . Notandoche � O V ! � 
 O , ci si rendeconto

chegli ipergraficostituisconounageneralizzazionedelconcettodi grafo.Ad esempio,
la famigliadi tutti i sottoinsiemidi vertici cheinduconounacliquein un fissatografo,
definisceun ipergrafosullo stessoinsiemedi vertici. Inoltre la famiglia,più ristretta,
di quegli insiemicheinduconounacliquemassimale,formaunafamigliadi Sperner. È
interessantechiedersiquantimembripuòavereunatalefamiglia.Perrisolverequesto
quesito,ci serviamodi unadisuguaglianza,chea questopuntosembrerebbepriva di
significatoproprio.

Perunafamiglia di Spernervale la seguentedisuguaglianza,notacon il nomedi
disuguaglianzaLYM (dai nomidi Lubell, Yamamoto,Meshalkin,cfr. [7]).
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Proposizione4.2 Se
*

èunafamigliadi Spernerdi
� ��� allora���~mò " �( 2 ( # Õ � ¸�� (4.5)

Dimostrazione. Definiamocatena in
� ��� unasuccessionedi sottoinsiemidi

� ��� tali
che Z�� ÎÜþù³µÎ7�ï³µÎ V ³���¶³µÎ X � � ���
ove ( Î��4( � � . Posto 8H� � Î��d� Î�� Õ � per � � �	������ � , è chiaro che ogni catena
determinaunapermutazione8��P8 V ���8 X degli elementidi

� ��� e viceversa: ne segue
cheil numerodi cateneè � K . DiremocheunacatenaÎÜþ�³ ���³�Î X di

� ��� passaper
il sottoinsieme2 � � ��� se Î b � b � 2 . Associamooraadogni elemento2v< * della
famigliadi Spernerl’insiemedellecatenedi

� ��� chepassanoperesso:ó � �%� ÎÜþÑ³���¶³µÎ X � Î b � b � 2 � 
Si osservicheseunacatenapassaper 2 alloraessanonpassapernessunaltrosottoin-
sieme2 j in * : infatti seunacatenapassassesiaper 2 cheper 2 j allorasi avrebbead
esempioche 2�³µ2 j (oppure2 j ³µ2 ). Daquestoderiva��r~mò ( ó � (�¸ � K (4.6)

perché,essendo
ó � o ó � s � Z se 2 �� 2 j , ogni catenanella sommatoriaviene

considerataal più unavolta. Oraaffermiamocheil numerodi catenechepassanoper
un fissatoinsieme2 è ( ó � ( � ( 2 (aK +Ï� Âq(x2�(Ç0mK (4.7)

Infatti affinchéunacatenapassiper l’insieme 2 si deve poterarrivaread esso,ed il
numerodi modi in cui ciò puòavvenireèparial numerodi tuttele permutazionidegli
elementidi 2 , cioè ( 2 (aK . Giunti ad 2 si completala catena"allargando" 2 , ovvero
aggiungendoin ordine arbitrario i restantielementidi

� ��� ��2 : ciò può avvenire in+�� Â�( 2 (x0mK modi. Mettendoinsieme(4.6)e (4.7)si ottiene:���~mò (x2�(%K +�� Â�( 2 (Ç0eK¶¸ � K
edividendoamboi membriper � K���~mò ( 2 (%K +�� Â�( 2 (x0mK� K � ��r~mò " �(x2 ( # Õ � ¸��	 �
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Teorema4.3 La massimacardinalità ô +�� 0 di unafamigliadi sottoinsiemidi
� ��� che

godedellaproprietàdi Spernerèô +�� 0 � " �å X V æ # � " �õ X Vgö # (4.8)

Dimostrazione. Sia
* � � Ë X�Ì �! la famigliadi tutti i sottoinsiemidi

� ��� con � elementi.
Tale famigliaè di Sperner, in quantoinsiemidistinti macon la stessacardinalitànon
si possonocontenere.Abbiamoalloracostruitoperogni � unafamigliadi Spernerdi
cardinalità � X  1! . Daquestoseguecheô +�� 0ï· " � �H#
per � � �	����r� � . In particolareper � �÷å X V æ si haô +Ï� 0§· " �å X V æ #  (4.9)

Sia ora
*

una famiglia di Spernerqualunque.Per ottenereun limite superioreperô +Ï� 0 usiamola disuguaglianzaLYM. Abbiamo visto in (2.19) che, fissato � , il
coefficientebinomiale � X  1! raggiungeil massimoper � �øå X V æ :" � �H# ¸ " �å X V æ # �
epassandoai reciproci " � � # Õ � · " �å X V æ # Õ � perogni ��
Utilizzandola precedentedisuguaglianzanella(4.5)si ricava�«· ��r~mò " �(x2�(x# Õ � · ���~�ò " �å X V æ # Õ � � " �å X V æ # Õ � ���~�ò � � ( * ( " �å X V æ # Õ � � (4.10)

emoltiplicandoper � Xy [ é z ! si deduce( * (¥¸ " �å X V æ # perogni
* � (4.11)

passandoal massimosututtele famigliedi Sperner, si ottienealloraô +Ï� 0§¸ " �å X V æ #  (4.12)
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Confrontando(4.9)con(4.12)si ottiene(4.8)

�
Osservazione. Si noti che quando � è pari vi è un’unica famiglia di Spernerdi
massimacardinalità.Infatti l’unico mododi averel’uguaglianzain (4.10)èdi avere( 2 ( � � 
 perogni 2�< *
quindi

* � � Ë X�Ì[ é ! e dato che ( * ( � � X [ é ! , si deve avere
* � � Ë X�Ì[ é ! . Nel casodi �

dispari,ci sonoduefamiglie complementariche,ambedue,raggiungonola massima
cardinalità,mala dimostrazionechenonve nesianoaltreè molto più complicata.Si
noti peròchelo stessoSpernerin [13] hamostratoproprioquesto.

Diciamocheunafamiglia
* � 
 Ë XmÌ di sottoinsiemidi

� ��� è unafamiglia intersecante
se � 26�C2 j � < " * 
 # º 2µo¤2 j ��qZ  (4.13)

Proposizione4.4 z6{�|Ã� ( * ( � * � 
 Ë X�Ì � * intersecante�k� 
 X�Õ � 
Dimostrazione.Anzitutto,consideriamola seguentefamigliadi sottoinsiemidi

� ���� �¹À �F�d��� � � � � Â=� ���5�
questaè unafamiglia intersecantepoichécomunquepresiduesuoi elementidistinti,
essisi intersecanoalmenonell’elemento� , econtiene
 X�Õ � sottoinsiemi,pertantoz7{�|�� ( * ( � * � 
 Ë X�Ì intersecante� ·>
 X�Õ � 
Peravere l’altro versodella disuguaglianza,partizioniamotutti i sottoinsiemidi

� ���
tramitela relazionedi equivalenza· definitada� ·¥� h �@� Ç�'
Ogni classedi equivalenzaè compostadaunacoppiadi sottoinsiemi+ �'�ªÇ�k0 ; vi sono
quindi

V [V � 
 X�Õ � classiper la relazione· . Osserviamooracheunafamiglia interse-
cantepuòcontenereal più un membrodi ogni classe,essendo�ÒoøÇ� �,Z . Si ottiene
allora ( * (�¸�
 X�Õ � perogni famiglia intersecante

*
e passandoal massimosi deduce

che z6{�|Ã� ( * ( � * � 
 Ë X�Ì intersecante� ¸>
 X�Õ �  �
Supponiamooradi averea disposizioneun insiemeuniversoù . Prendiamoin ù una
famiglia ú di sottoinsiemidi ù , chepossiamopensarecomei gruppidi campionamen-
to perun determinatosondaggiodaeseguire in ù . Denotiamocon « � ù un fissato
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sottoinsiemedi elementidi ù . Semprein questametaforadel sondaggio,vediamo« comeunaparticolarecategoria di persone,che rispondonoa determinatirequisiti
all’interno dell’universoù . Vorremmocapirequali proprietàdevonosoddisfarele fa-
miglie di sondaggioperessere“buone”nel sensochesegue.La quantità b ûOü Õ bb Õ b misura
la “densità”di « relativamenteal sottoinsiemeÈÛ<,ú . Nell’ipotesi in cui perunvalore¢ eperogni ÈÛ<,ú si abbia ( «7oïÈ ((�Èí( ¸>¢ (4.14)

si vorrebbeconcludereche anchela densitàglobale di « rispetto all’universo ù
soddisfa la stessalimitazione ( «§(( ù�( ¸>¢ (4.15)

Diciamo che ú � 
�ý è unafamiglia di sondaggioper ù seogni 8=<@ù è ricoperto
dallo stessonumerodi elementidi ú , ovverosela cardinalitàdell’insieme � È�<�ú �8a<-È � nondipendedallaparticolaresceltadi 8 maesisteunacostanteEí<>ä taleche
perogni 8 si ha ( � È¹<,ú � 8a<,È � ( � EF (4.16)

Questesonole famiglie“buone”comevediamonellaseguente:

Proposizione4.5 Sia ú unafamigliadi sondaggio per ù esia ¢�<�¨ . Allora( «7oCÈí((�Èí( ¸>¢ perogni ÈÛ<>ú º ( «§(( ù�( ¸>¢ (4.17)

Dimostrazione.Perla (4.16)si hache�
Õ ~ÿþ (�Èí( � E¥( ù�(

eanche
�
Õ ~ÿþ ( «7oCÈí( � EI( «g(

D’altra parteperl’ipotesi (4.14)vale�
Õ ~Hþ ( «7oCÈí(¥¸>¢

�
Õ ~ÿþ (6È (

ovvero EI( «g(¥¸>¢�EI( ù�(
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cheequivalea ( «g(( ù�( ¸>¢r �
Abbiamovisto nellaProposizione4.4qualè il massimoraggiuntodallacardinalitàdi
unaqualunquefamiglia intersecantedi

� ��� . Vediamooracosasuccedenel casoin cui
la famigliasiauniforme,ovveroi suoiinsiemiabbianotutti la stessacardinalità.

Teorema4.6(Erdős-Ko-Rado) Sia\ +Ï� ���t0 �µz7{F| Á ( * ( � * � " � ����6# � * intersecantev
allora \ +�� ���¶0 � ÄÅÇÆ � X�Õ � Õ � ! ��¸ X V� X  �! ��Ð X V
Dimostrazione.Se ��Ð X V , allorain

� ��� nonc’è spaziosufficienteperduesottoinsiemi
di cardinalità� a intersezionevuota,quindisenz’altro � Ë XmÌ :! èunafamigliaintersecante
edhala massimacardinalitàpossibile,quindi\ +�� ���¶0 � " � �H# per ��Ð � 
 
Dimostriamoorache �Ó¸ X V implica \ +�� ���¶0 � � X�Õ � Õ � ! . Analogamentea quantovisto
nelladimostrazionedellaProposizione4.4,seponiamo

� ��Á �¹À �F�d�'� �%< " � � Â=� ���Â=� # v¤�
la famiglia

� � � Ë XmÌ :! è intersecante,uniforme,econtiene � X�Õ � Õ � ! elementi:pertanto\ +�� �C�¶0g· " � Â=��ÜÂ=��#  (4.18)

Per l’altro versodella disequazioneusiamoil principio di sondaggio.Nel ruolo di
insiemeuniversoconsideriamoù � � Ë X�Ì :! , il ruolo di « saràsvolto daunaqualunque
famiglia intersecante

*
coninsiemidi cardinalità� . Chi saràil gruppodei campioniú per il sondaggio?Sia � l’insieme delle configurazionicicliche di

� ��� , che pos-
siamopensarecomele permutazionidi

� ��� chesi decompongonoin un unico ciclo
lungo � . Perogni fissato®=<�� , diremoche �ÿ<@� Ë X�Ì :! è un "intervallo ciclico" della
configurazioneciclica ® segli elementidi � si trovanoconsecutivamentesul ciclo,
ovvero se esisteun indice ° < � ��� tale che � � ��° �)® +�° 01�)® V +.° 01������)®  Õ � +.° 0 � . Sia
ora È + ®�0 l’insieme di tali intervalli ciclici di ® . Ad esempio,per �%� �

, � � \ e® �,+ �)� \ � ² � � � ± ��
�� [ � � 0 si haÈ + ®�0 �%� � �	� \ � ² � � � \ � ² � ��� � � ² � � � ± � � � � � ± ��
 � � � ± ��
�� [ � � � 
�� [ � � � � � [ � � ��� � � � � ���)� \��.� 
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®
Poniamoinfine ú �T��� È + ®�0 � ®¿<�� �  (4.19)

Affermiamoche ú èunafamigliadi sondaggioper ù : infatti la condizione(4.16)ève-
rificatain quanto,fissaticomunquedueelementidistinti �'�3�ùj di ù , si hapersimmetria
che( � ®¿<�� � � intervallo ciclico di È + ®�0 � ( � ( � ®¿<�� � � j intervallo ciclico di È + ®�0 � (u
Ci restadadimostrarecheperunafamigliaintersecante

*
di � Ë X�Ì :! vale( * (I¸ " � Â=���Â=�F# � (4.20)

daquestadisuguaglianza,passandoal massimo,datochela famiglia
*

è arbitraria,si
otterrà \ +�� �C�¶0g¸ " � Â=��ÜÂ=��#  (4.21)

Osserviamoche,essendo( ù�( � � X  1! e� X�Õ � Õ � !� X  �! � �� �
la disuguaglianza(4.20)èequivalentealla disuguaglianza( * (( ù�( ¸ ��  (4.22)

Fissato® <�� vogliamovalutarela densitàdegli elementidella famiglia
*

in ogni
gruppodi sondaggioÈ + ®:0 . Naturalmente(6È + ®�0D( �¬� mentre,comevedremo,( * oCÈ + ®:0F(¥¸>�� (4.23)
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Dimostriamoquest’ultimaaffermazione,cheè senz’altroverase
* o È + ®�0 �ÿZ . Se* o'È + ®�0=�� Z , possiamoidentificareogni suo elementocon una � –upla ordinata

secondoil versodellapermutazioneciclica ® . Siaallora� � � A �1� A V ����r� A  � < * oïÈ + ®:01
Denotiamoinoltrecon

� + � A � � l’intervallo ciclico di È + ®�0 chefiniscein A � econ
� A � � +��

l’intervallo ciclico di È + ®�0 cheinizia in A � . Poiché
*

èintersecante,ognialtro insieme� < * deve intersecare� in uno dei suoi elementi A � . Inoltre se � < * oTÈ + ®�0 ,
allora � è ancheunodegli intervalli ciclici di ® cheinizianoo finisconoin unodegli
elementiA � <¹� . Elenchiamoqui tutti questiintervalli ciclici, accoppiandolia duea
duecomesegue: � + � A � � � A V � +��� + � A V � � A � � +��

...
...� + � A  Õ � � � A  � +F�� + � A  �

Si noti chel’ultimo intervallo dellalistanonèstato"accoppiato"poiché,essendo��¸X V , l’intervallo ciclico checomincianell’elementosuccessivo ad A  in ® noninterseca� . Inoltre nellalista ci sonoesattamente
	�ÜÂµ� intervalli ciclici di È + ®:0 . Infine i due
intervalli su ogni riga della lista sonodisgiunti tra loro, in quanto �q¸ X V : pertanto� + � A  ��� � eognieventualealtro insieme� < * o¨È + ®:0 diversoda � puòesseresolo
unodei dueintervalli suciascunadelleprime ��Â=� righe.
Concludendo,da(4.23)seguecheperogni ®ë<�� , la densitàdi

*
in È + ®:0 è limitata

da: ( * oïÈ + ®�0D((�È + ®�0D( ¸ ��
e poiché ú è unafamiglia di sondaggio,possiamoapplicarela (4.17)al nostrocaso,
deducendoallorala (4.22).

�
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Capitolo 5

Tecnichedi conteggio

5.1 Il principio di inclusione–esclusione

Il teoremachesegueèunageneralizzazionedellafamiliareidentità( �¹À � ( � ( �Y(1��( � (FÂq( �¹o � (T
In quantosegue,si adottal’usualeconvenzionechel’intersezionedeimembri(ine-

sistenti!) di unafamigliavuotadi sottoinsiemidi un fissatoinsiemeø è l’insieme ø
stesso.

Teorema5.1 Sia ø un insiemefinito e siano Ép���CÉ V ����1�CÉ � sottoinsiemidi ø non
necessariamentedistinti. Il numero ¼ degli elementidi ø che non appartengonoa
nessunodei sottoinsiemiÉ:� �3�ê< � � � , soddisfala formula¼?� ( ø��ÑÀ � ~ Ë � Ì É��4( � ( øÒ(1� �

�
	÷ ��� Ë � Ì + Â«�F0 b � b (ìo � ~�� É���( �
���� Ë � Ì + Â'�D0 b � b (ìo � ~�� É:�3( (5.1)

Dimostrazione. Perun fissatosottoinsiemeÉ�<Ò
� , si chiama funzione caratteri-
stica dell’insiemeÉ la funzione

½ +Z+ �CÉ'0 � ø f ��y ��� � definitada:
½ + 8:�CÉ'0 � Á � 8�<`Éy 8 �<`É

Conquestanotazione,la cardinalitàdi un insiemeÉ risultaessere(xÉ�( � �}�~ 
½ + 8:�CÉ'01

Interpreteremo

½ + 8:�CÉ50 comeil “contributo” di 8 alla cardinalitàdi É : talecontributo
è y o � a secondache 8 appartengao menoa É . Con questanotazione,possiamo
esprimere¼ come ¼?� �}�~ 

½ + 8:�4øÿ�ÑÀ � ~ Ë � Ì É���0 (5.2)

69
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Perverificarel’enunciato,fissiamoper il momentoun arbitrarioelemento8�<�ø e
analizziamonei dettagli il contributo

½ + 8:�4ø �'À � ~ Ë � Ì É:�Ï0 di 8 al membrodestrodella
(5.1). Poichési ha���� Ë � Ì + Â«�F0 b � b (ìo � ~�� É���( �

���� Ë � Ì + Â'�F0 b � b
�}�~ 

½ + 8:��o � ~�� É:�Ï0� �}�~ 
���� Ë � Ì + Â«�F0 b � b

½ + 8:��o � ~�� É��Ï0�� (5.3)

alla lucedi (5.2)èsufficientedimostrareperogni 8a<¤ø che
½ + 8:��ø£�ÑÀ � ~ Ë � Ì É��ô0 � ���� Ë � Ì + Â'�D0 b � b

½ + 8:�Co � ~�� É��ô01 (5.4)

A tal fine, denotiamocon Î + 8�0 � � � � l’insiemedegli indici � percui 8Ó<óÉ�� . In altre
parole,noi abbiamo

½ + 8:�Co � ~�� É:�Ï0 � � see solo se 2 � Î + 8�0 . Ciò significacheil
contributo "cumulativo" effettivo ë ��� Ë � Ì + Â'�D0 b � b

½ + 8:�Co � ~�� É:�Ï0 di 8 al membrodestro
di (5.4)èugualea

������ Q } U + Â«�F0 b � b
½ + 8:��o � ~�� É���0�

A questopuntoosserviamochevale,in generale,la relazione
½ + 8:��o � ~�� É:�Ï0 ���� ~��

½ + 8:�CÉ��ô01
Utilizzandoquestaformula,il contributo alla nostrasommatoriadi un elemento8 ap-
partenenteesattamenteaquegli insiemi É�� il cui indice � è in Î + 8�0 puòessereriscritto
come������ Q } U + Â'�D0 b � b

½ + 8:�Co � ~�� É:��0 � ������ Q } U + Â«�F0 b � b �� ~��
½ + 8:�CÉ:��0 � ������ Q } U + Â«�F0 b � b (5.5)

D’altra parte,notiamocheperunqualunquesottoinsiemeÎ si haë ����� + Â«�F0eb � b � b � b� ��÷¶þ ���~ +�� � 0 + Â'�D0 �� b � b� ��÷¶þ + Â«�F0 � rrrr " Î � # rrrr� b � b� ��÷¶þ + Â«�F0 � " ( Î¼(� #� + �ÔÂ=�F0 b � b
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dove l’ultima relazioneè lo sviluppodellapotenzadel binomio. Quest’ultimaespres-
sioneèquindiugualea � seesolose Î è l’insiemevuoto,mentreèugualea y in ogni
altro caso. Pertantoper Î � Î + 8�0 la (5.5) è pari ad � esattamentequando8 non è
contenutoin nessunodegli insiemi É�� . Ciò significache������ Q } U + Â«�F0 b � b �>y b � Q } U b �

½ + 8:�4øÿ�ÑÀ � ~ Ë � Ì É��ô0 (5.6)

dacui seguela relazione(5.4). �

5.2 Applicazioni

Seconsideriamol’insieme
� � � comeun insiemedi proprietàdi cui i vari elementidiø possonogodere,allora É:� va pensatocomel’insiemedi quegli elementidi ø che

posseggonola proprietà� e in questainterpretazione¼ è il numerodegli elementidiø chenonposseggononessunadelleproprietàin
� � � 

Una delle più importanti applicazionidella formula di inclusione–esclusioneri-
guardail conteggio dei numerinaturalicoprimi conun fissatonaturale� , ovverodei
numerinaturali � con ��¸>��¸ � tali cheil massimocomunedivisore + ��� � 0 tra � ed �
è � . Denotiamoquestafunzioneenumerativacon

� +�� 0 � ( � ���C��< � ��� � + ��� � 0 � � � ( �
essavienechiamatafunzionedi Euler. Otteniamosubitodallaformuladi inclusione–
esclusioneil seguenterisultato:

Teorema5.2 Sia � °�������ì��° � � l’insiemedei divisori primi di � (quindi la fattorizza-
zionein primi di � è �¤� °�� ç� +H+H+ ° � �� , con É:��Ð y .) Allora

� +Ï� 0 �>� �� �l÷�� " �ÔÂ �°¶�C#  (5.7)

Dimostrazione. Notiamochese G è un arbitrariodivisoredi � , allora il numerodei
multipli di G cheappartengonoad

� ��� è pari a
X £ . Infatti, sia �`� GIN : i multipli di G in� ��� sonoi numeri GH��
)GH� \ GH������3N�G con N � X £ � comeaffermato.

Adessodiciamocheun numero �¹< � ��� ha la � –esimaproprietàse � è divisibile per°¶� . Osserviamoche + ��� � 0 � � see solose � nonèun multiplo di nessunodei divisori
primi °¶� di � , cioèse � nonsoddisfa la � –simaproprietàpernessun�Ñ< � � � , o equiva-
lentementese �/< � ��� �rÀ$� ~ Ë � Ì É�� ; inoltrese 2 � � � � , allora � èmultiplo di tutti i primi °t�
con ��<¼2 see solose � è multiplo del loro prodotto � � ~�� °t� . Da questoe perquanto
dettoall’inizio si deduceche (�o¡� ~�� É��4( � �

� � ~�� °t� �



72 CAPITOLO 5. TECNICHEDI CONTEGGIO

quindi adattandola formula (5.1) dell’inclusione–esclusioneal nostrocasopossiamo
scrivere

� +�� 0 � ���� Ë � Ì + Â«�F0 b � b �
� � ~��=°t� �µ� ���� Ë � Ì + Â'�F0 b � b �

� � ~��=°¶� 
Il lettoreverifichi che,perla proprietàdistributivadel prodotto,si ha���� Ë � Ì + Â«�F0 b � b �

� � ~�� °¶� � �� �l÷�� " �ÔÂ �°¶� #
edaquestosi ottienela relazionecercata(5.7). �

Un’altra bennotaapplicazionedel principio di inclusione–esclusioneci fornisce
unabella e sorprendenteformula asintoticaper il numerodelle permutazioni senza
punti fissi, chequi vogliamochiamare"permutazionisconvolgenti"(in inglese:deran-
gements). Perintrodurrequestoargomentoricorreremoal concettointuitivo (ma qui
nonmatematizzato,visto chel’argomentononèstatoancorastudiatodal nostroletto-
re) delle probabilità. Immaginatechein unagrandetintoria informatizzatasi rompa
il calcolatoree, di conseguenza,il gestorereinventi un’etichettaturadei clienti (as-
segnazionedei pacchipronti alla consegnaai diversiclienti) completamentecasuale.
Qualè la "probabilità"chenessunpaccoarrivi correttamentea destinazione?Si hala
tentazionedi dire che,seci sonomolti clienti, questaprobabilitàè in praticatrascura-
bile (molto vicina allo y ). Ebbene,nonè così. Infatti questaprobabilitàè più elevata
(addiritturadel doppio)di quelladi ottenereun fatidico

²
lanciandoun dadodi gioco.

Diremocheunapermutazionee � � ��� f � ��� è sconvolgentese e + �P0Y�� � perogni�ê< � ��� . Sia ò +�� 0 il numerodi tali permutazioni.

Perottenereunastimadi quantesonole permutazionisconvolgenti, traduciamo
nellenotazionidellaformuladi inclusione–esclusionegli oggettiin esame.Sia ø l’in-
siemedelle permutazionidi

� ��� . Diremo cheunapermutazionee@<�ø possiedela
proprietà� se e + � 0 � � . Dunqueunapermutazioneè sconvolgentese e nonsoddisfa
nessunadelleproprietà� , per �ù< � ��� , ovverose eÛ<ÓøÚ�kÀ X�l÷�� É�� . Fissatoun sottoin-
sieme 2 di

� ��� , le permutazionicheinvecesoddisfanotutte le proprietà� con �«<µ2
(cioègli elementidi o¡� ~�� É:� ) sonoquelleperle quali tutti gli elementidi 2 sonopun-
ti fissi, e questepermutazionisi possonoidentificarecon le +�� Â (x2�(Ç0eK permutazioni
(qualunque)sugli elementidi

� ��� � 2 . Usandoil principio di inclusione-esclusionesi
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puòcalcolareil numeroò +Ï� 0 di permutazionisconvolgentiò +�� 0 � ���� Ë X�Ì + Â'�F0 b � b +Ï� Â¬(x2 (x0mK� X� �4÷¶þ ��r~ + j [lk� 0 + Â'�D0 b � b +Ï� Â¬(x2 (x0mK� X� �4÷¶þ + Â«�F0 � +Ï� Â � 0eK " � � #� � K X� ��÷¶þ + Â'�F0 �� K (5.8)

Ricordiamola relazione ; ���Í¯zX�� � X� �4÷¶þ �� K
dove ;"!�
�� � � � è la basedel logaritmonaturale,dacui si ottiene

�Í¯zX�� � X� ��÷¶þ + Â'�D0 �� K � �;  (5.9)

Da questo,poiché la proporzionedi permutazionisconvolgenti di
� ��� rispettoalla

totalitàdi permutazionidi
� ��� è datadal rapportoò +�� 0� K

da(5.8)e (5.9)segueche
�¯ÍzX�� � ò +�� 0� K � �;

equindi asintoticamente ò +�� 0� K ! �; Ð �\  �
In effetti, nonè difficile mostrarecheil numerodi permutazionisenzapunti fissi

su
� ��� èpropriougualeall’intero più vicino a � K . ; .
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[3] P. Erdős, ChaoKo, R. Rado: Intersectiontheoremsfor systemsof finite sets.
QuarterlyJournalof MathematicsOxford Series(2) 12,313–320(1961).

[4] G.O.H.Katona: Extremalproblemsfor hypergraphs. in: Combinatorics,Part 2
Proceedingsof NATO AdvancedStudyInstitute,Breukelen13–42(1974).

[5] J. B. Kruskal: On the shortestspanningsubtreeof a graph and the traveling
Salesmanproblem.Proceedingsof theAmericanMathematicalSociety7, 48–50
(1956).

[6] L. Lovász: CombinatorialProblemsand Exercises,2nd edition. Akadémiai
Kiadó,BudapestandNorth–Holland,Amsterdam(1993).

[7] D. Lubell: A shortproof of Sperner’s lemma.Journalof CombinatorialTheory
1 p. 299(1966).
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